Supersymétrie

Harold Erbin
24 février 2012

Ce texte est publié sous la licence libre
Licence Art Libre :
http://artlibre.org/licence/lal/


http://artlibre.org/licence/lal/

Table des matiéres

Table des matiéres

1

Introduction
1.1 Motivations . . . . . . . . . . e e
1.2 Conventions . . . . . . . . o v i e e e e e e

Calcul spinoriel

2.1 Variables de Grassmann . . . . . . .. .. ... ... ..
2.1.1  Généralités . . . . . . ... e
2.1.2  Différentiation . . . . . .. ... ... L.
2.1.3 Imtégration . . . . ... ..o oL
2.1.4 Variables conjugués . . . . ... ...
2.1.5  Matrices de Pauli et relations utiles . . . . ... ... ..

2.2 Spineurs & quatre composantes . . . . . . ... ...

Algebre supersymétrique
3.1 Casgénéral . . .. .. . e
3.2 Rappels sur l'algebre de Poincaré . . . . . ... ... .. .. ...
3.3 Algebre de super-Poincaré . . . . . . ... ... L.
3.4 Représentations de ’algebre supersymétrique . . . . .. .. ...
3.4.1 Etat & une particule sans masse, sans charge centrale . . .
3.4.2 Etat & une particule massive, sans charge centrale
3.4.3 Etat & une particule avec charges centrales . . . ... ..

Représentations sur les champs

4.1 Multiplet chiral N =1 . . . .. ... ... ... ... ... ....
4.1.1 Introduction et champs auxiliaires . . . . ... ... ...
4.1.2 Calcul de lalgebre . . . . . .. .. ... ...
4.1.3 Transformation des champs . . . . . ... ... ... ...
4.1.4 Multiplet antichiral . . . . . . .. ... ... ...
4.1.5 Notation a quatre composantes . . . . . . ... ... ...
4.1.6  Multiplet chiral réel . . . . ... ... ... ... ...

4.2 Multiplet général N =1 . . . ... .. ... L.
4.2.1 Calcul de lalgebre . . . . . . .. ... ... .
4.2.2 Transformation des champs . . . ... ... .. ... ...

4.3 Calcul tensoriel : produit de deux champs chiraux . . .. .. ..

Superespace

5.1 Constructions : coordonnées et opérateurs . . . . . .. ... ...
5.2 Dérivées spinorielles . . . . . . . ...
5.3 Superchamps . . . . ... ...

Superchamp chiral : construction et lagrangien

6.1 Etude générale . . . . .. ... ... ... ...

6.2 Transformations d’un superchamp chiral . . . . . .. .. ... ..

6.3 Opérations entre champs chiraux . . . . ... ... ... ... ..

6.4 Lagrangien . . . . . . .. . ... o e
6.4.1 Potentiel de Kahler . . . . . . . .. .. ... ...

D Lt

oo o Q0

NeJ

11
11
12

14
14
14
15
18
19
21
22

24
24
24
25
27
28
28
29
29
29
34
35

37
37
38
39



6.4.2 Superpotentiel . . . ... ... oL L
6.4.3 Lagrangien supersymétrique sans interaction de jauge . .
6.5 Modele de Wess—Zumino . . . . . . . ... ... L.

Théories de jauge supersymétriques

7.1 Superchamp vectoriel . . . . . . .. ... . ... ... ...
7.1.1 Etude générale . . . . .. ... ... ... ...,
7.1.2  Généralisation des transformations de jauge . . . . . . ..
7.1.3 Jauge de Wess—Zumino . . . . .. ...

7.2 Théorie de jauge abélienne . . . . . ... .. ...
721 Forceduchamp. ... ... .. ... ... ... ... ...
7.2.2  Couplage avec de la matiere : transformation globale . . .
7.2.3 Couplage avec de la matiére : transformation locale . . . .

7.3 Théorie de Yang—Mills supersymétrique . . . . .. ... .. ...
7.3.1 Transformation de jauge non abélienne . . . . . . . .. ..
7.3.2 Forceduchamp. . ... ... ... .. .. ... ...
7.3.3 Couplage avec la matiere . . . .. ... ... ... ...,
7.3.4 Lagrangien de Yang-Mills . . . . . . ... ... ... ...

74 Exemples . . . ...
7.4.1 Electrodynamique supersymétrique (SQED) . . . . . . . .
7.4.2  Chromodynamique supersymétrique (SQCD) . . . . . ..

Brisure de supersymétrie
8.1 Symétrie R . . . . . . ..
8.2 Généralités . . . . . ...
8.3 Théoreme de Goldstone et goldstino . . . ... ... ... ....
8.4 Lien entre symétrie R et brisure de supersymétrie . . . . . . . . .
8.4.1 Généralités . . . . .. ..o
8.4.2 Autres propositions. . . . .. ... Lo
843 Axion R . . . . . . ..
8.5 Brisure par terme F' : modeles de O’Raifeartaigh—Wess—Zumino .
8.5.1 Modele historique de O’Raifeartaigh . . . . .. ... ...
8.5.2 Généralisations . . . . .. ...
8.5.3 Vides métastables . . . . . ... ... oL
8.6 DBrisure par terme D : mécanisme de Fayet-Iliopoulos. . . . . . .
8.6.1 Modelesimple . . . .. ... ... .. oo
8.6.2 Modele de Fayet—Iliopoulos . . . ... ... .. ......
8.7 Autres méthodes de brisure . . . . . . ...

Modéle standard supersymétrique minimal

9.1 Rappels sur le modele standard . . . . .. ... ... ... ...,

9.2 Particules . . . . . . ...

9.3 Superpotentiel . . . ... ..o oo
9.3.1 Couplage des champs . . . . .. .. .. ... ... ...,
932 Parité R. .. ... .. .
9.3.3 Brisuredouce . . . . . ... ... Lo
9.3.4 Brisure de la symétrie électrofaible . . . . . . . ... ...

9.4 Etats propres de masses . . . . . . ...

9.5 Discussion . . . . ... Lo

50
50

52
52
52
52
o4
o4
54
o7
o7
58
98
60
62
63
65
65
65

67
67
68
72
73
73
74
7
(0]
(0]
79
80
80
80
82
85



10 Supersymétrie étendue

101 N=2 ..

10.1.1 Supermultiplet vectoriel . . . . . . .. .. ... ... ...
10.1.2 Hypermultiplet . . . . . . . . .. .. ... ...
10.1.3 Interactions . . . . . . . . . ... ... ..

102 N=4 ..

10.3 Réduction dimensionnelle . . . . . ... ... ... ... .....
10.3.1 Théorie de jauge d =10 . . . . . . . . . . ... ... ...
10.3.2 Réduction dimensionnelle . . . . . . ... ... ... ...
10.3.3 Réduction de l'action de jauge . . . ... ... ... ...

10.4 Conclusion

11 Supercourants et théorie superconforme
11.1 Théorie conforme des champs . . . . . . .. ... .. ... ....
11.2 Supermultiplet des courants . . . . . . . . .. ... ... ... ..
11.3 Algebre superconforme . . . . . . . .. ..o

12 Supergravité

12.1 Relativité générale : formalisme de Cartan . . . . . . . .. .. ..
12.1.1 Motivations . . . . . . . . ..o
12.1.2 Coordonnées locales et tétrades . . . . . . . ... .. ...
12.1.3 Dérivée covariante et connexion de spin . . . . . . . . ..
12.1.4 Tenseurs de torsion et de Riemann . . . . . . .. .. ...
12.1.5 Equations du mouvement : connexion de spin . . . . . . .
12.1.6 Equations du mouvement : tétrade . . . . . .. ... ...

12.2 Champdespin 3/2 . . . . . . . ...
12.2.1 Enespaceplat . . . . .. ... ... ..
12.2.2 En espace courbe . . . . ... ..o oL

12.3 Supergravité N =1. . . . . . . . ..

A Annexes

A1 Relations utiles . . . . . . . . ...

A.2 Symétries

Références

93
93
93
94
95
95
97
97
97
99
99

100
100
102
104

105
105
105
105
107
108
110
110
110
110
111
112

113
113
113

114

Ces notes ont été rédigées lors d’un stage sur la supersymétrie avec F. Nitti et

J. Mourad.



1 Introduction

1.1 Motivations

Le modele standard des particules fournit un cadre théorique complet et qui,
jusqu’a présent, n’a jamais été en désaccord avec ’expérience, fournissant méme
des résultats d’'une extréme précision. Mais plusieurs raisons incitent a penser
qu’il s’agit d’une théorie effective, car de nombreux points ne sont pas expliqués
ou posent problémes dans ce modele, par exemple [26, 2] :

— le nombre de familles;

— le (grand) nombre de parameétres libres;
la quantification de la charge électrique;

— les constantes de couplage qui ne sont pas unifiées ;

le probléme de la hiérarchie (il existe 17 ordres de grandeurs entre la
masse de Planck m, = 102 GeV et ’échelle électrofaible, caractérisée par
la masse du boson Z° : mz, = 91 GeV);

I’absence de gravité. . .

L’une des extensions du modele standard la plus populaire — tant sur le
plan phénoménologique que théorique — est la supersymétrie. De nombreuses
expériences, comme le LHC, visent a prouver sa validité et beaucoup d’espoirs
reposent sur cette derniére !. La découverte de la supersymétrie est attachée aux
noms de B. Zumino et J. Wess, qui ont publié leur premier papier sur le sujet
en 19742,

Dans le modele standard, les masses des fermions et des vecteurs sont "pro-
tégées" griace aux symétries chirale et de jauge [2, 25, 26]. Par contre, rien
ne préserve la masse des scalaires, qui peuvent diverger jusqu’a la masse de
Planck a cause des corrections quantiques. L’idée de la supersymétrie est d’as-
socier un partenaire fermionique a chaque boson, et inversement : les boucles
de fermions dans les diagrammes de Feynman contribuent avec un signe op-
posé a celles des bosons, de sorte qu’en ajustant des constantes de couplages,
c’est a dire en permettant une symétrie entre bosons et fermions (ou encore
entre matiére et interaction), il est possible qu’elles se compensent exacte-
ment [23]. Cette non-renormalisabilité est énoncée a travers plusieurs théorémes,
qui sont reliés aux propriétés d’holomorphie des constantes de couplage et du
superpotentiel. De plus, 'importance de la supersymétrie est d’autant plus
grande, qu’il s’agit de la seule extension possible de 1’algébre de Poincaré®
et qui soit compatible avec 'existence d’une matrice S non triviale : s’il ex-
iste des générateurs tensoriels supplémentaires, alors 'angle de diffusion 6 ne
peut prendre que des valeurs discrétes (théorémes de Coleman—Mandula et
Haag-Lopuszanski-Sohnius) [7, 22, 30].

Mathématiquement [26], les générateurs @ de la supersymétrie sont fermion-
iques, et en ce sens il faut étendre les algebres de Lie en des superalgebres, qui
permettent d’inclure des anticommutateurs. Globalement, on a

Q |fermion) = |boson) Q |boson) = |fermion) (1.1)

1. Bien que, depuis les conférences de cet été 2011, 'optimisme quant & la découverte de
particules supersymétriques avant la fin de année ait été fortement tempéré par ’absence de
résultats en ce sens.

2. Bien que plusieurs autres chercheurs aient étudié le sujet auparavant, leurs travaux n’ont
pas été aussi largement diffusés [22].

3. Il est toujours possible d’avoir des groupes de symétries internes.



L’application successive d’'une transformation puis de son inverse conduit a
retrouver le méme systéme, mis a part une éventuelle translation. Cela revient
a écrire schématiquement

{QQ}~P (1.2)

ou P est 'impulsion (générateur des translations). Les superpartenaires se si-
tuent dans un méme multiplet qui forme une représentation de 1’algebre de la
supersymétrie, au méme titre qu'un vecteur est constitué de composantes qui
sont mises en relation par les transformations de Poincaré, ou que les multiplets
d’isospin (proton/neutron par exemple). De plus, si la supersymétrie est rendue
locale, cette relation implique qu’il en va de méme pour les translations, ce
qui implique V'apparition de la gravité. Ainsi, la supersymétrie locale (appelée
supergravité) conduit naturellement a inclure la gravité aux cdtés des autres
forces (notons toutefois que la théorie reste non-normalisable).

Toutefois, la supersymétrie implique que les superpartenaires doivent avoir
la méme masse (cela est di au fait que les générateurs () commutent avec P,,
et donc P, P* reste un opérateur de Casimir) [26], ce qui en désaccord avec les
données expérimentales : il faut donc briser la supersymétrie. Hélas, il s’agit
d’une symétrie difficile a briser, et beaucoup d’efforts ont été consacrés a mieux
en comprendre les mécanismes et les implications.

D’un point de vue pratique, et ce méme si la théorie de la supersymétrie
était fausse, elle permet de faire beaucoup plus facilement certains calculs, et
peut donc servir pour obtenir des résultats préliminaires de théories plus réal-
istes [1]. Elle a permis aussi plusieurs avancées en mathématiques et trouve des
applications en matiére condensée [1].

Pour résumer, la supersymétrie est intéressante pour les raisons suivantes :

1. elle regle le probléme de la hiérarchie et offre plus grande stabilité quan-
tique;;

2. elle unifie les constantes de couplage ;

3. elle offre un candidat pour la matiére noire;

4. elle propose un premier pas pour l'unification des théories de jauge avec
la gravité;

5. elle est nécessaire pour la théorie des cordes.

Une introduction historique compléte peut étre trouvée dans le livre de Wein-

berg [29, chap. 24]. Kane a écrit un livre de vulgarisation sur I’histoire et les
motivations de la supersymétrie [11].

1.2 Conventions

On choisit comme signature (4, —, —, —). Sauf mention contraire (par exem-
ple dans la section sur la supergravité), les indices grecs du milieu de 1’alphabet
(,v,...) sont des indices de Lorentz, les indices grecs du début de lalpha-
bet (a,...) sont des indices spinoriels, et les indices latins sont des indices de
symétrie internes. Les spineurs a deux composantes seront préférés a ceux a
quatre composantes dans la majorité du texte.

Les matrices de Dirac sont définies par

0 ot . I o
Y= <5-u 0 ) 7 =iy = (0 _I) (1.3)



ou les o sont les matrices de Pauli généralisées
ot = (I,0") ot = ot = (I,—0") (1.4)
Le tenseur de Levi-Civita est normalisé a
e = g3 =11 (1.5)

Au niveau des superchamps, nous suivrons de trés pres les conventions de
Binétruy [2].



2 Calcul spinoriel

Le livre de Miiller-Kirsten et de Wiedemann [14] présente en détails le calcul
spinoriel, et on pourra en trouver des résumés dans [1, 2, 22]. On pourra trouver
un formulaire complet & la fin du cours de Figueroa—O’Farrill [6] (en prenant
garde aux conventions!).

2.1 Variables de Grassmann

2.1.1 Généralités

Soit une variable de Grassmann 6. Sa structure indicielle (notation de van
der Waerden) est la suivante :

0 =10, (2.1)
Le tenseur antisymétrique €, 5 et son inverse €8 jouent le role de métrique :
0 =05 0o =e,50" (2.2)

avec la normalisation
_ 12
€19 = —€ (2.3)

et les relations d’orthonormalité
EaﬂSB’Y =6) sdgsm =) (2.4)
On définit le produit de deux spineurs ¥ et 6 par
Y0 =1f =0, (2.5)

Le produit de 6 par lui-méme vaut

00 = 00, = e,50°0°
=—0'6> 4 6%0"
= —20'0" = 20,0,

et on en déduit la relation tres utile
1
020" = —550599 (2.6)

Elle permet de déduire la plupart des relations entre les variables de Grassmann.
A partir de cette formule, on peut démonter

1
0y Ox = —51/1)( 00 (2.7)
On a la formule de réarrangement de Fierz :

Xa(Pl) = =tpa(0x) — Oa(x¥) (2.8)



2.1.2 Différentiation

On définit la différentiation a gauche par

a%oﬁ = 0,0° =8 (2.9)
et P

Cette derniere ne peut agir que sur un objet directement & sa droite. Il faut
donc prendre garde en dérivant un produit. Par définition de la dérivée, on a

{04,0°} =07 (2.11a)
(90,05} = {aa,éﬁ} = {000} =0 (2.11b)
La dérivée de 62 donne 5
puisque
O 990,) = 0°07
%( 5) = Eﬁv%( )
=4, (6507 —5707)
=20,

En dérivant encore une fois, on obtient

a (0% o
%(2%) = —W(%? ) =205 =—4
soit
00(00) = —4 (2.13)
Le développement en série de Taylor d’une fonction de Grassmann est fini :
B . Of 108 o*f
f(O)=f(0)+06 80a(0)+20 0 890‘895(0) (2.14)

Notons que 'ordre des variables est important dans le second terme est impor-
tant (mais pas le choix des indices).
En utilisant la relation (2.6), on peut récrire le dernier terme :

0°0°0,05 = —%easaﬂaaag = %00 20

et alors on peut mettre le développement sous une seconde forme

o 0f
26°

(0) + 206 Of

7(6) = £(0) +6 100555

(0) (2.15)



2.1.3 Intégration

Soit une fonction générale f(0) = fo + f16.
Afin de déterminer la valeur de [ df (Pintégration sur les variables de Grass-
mann est appelée intégrale de Berezin), calculons son carré :

(Jo) = o o= for fo= )

/ do =0 (2.16)
Ce choix permet aussi de rendre nul tout terme de surface :

of
/dG% =0 (2.17)

/de%:ﬁ/da:o

et on peut alors toujours intégrer par partie :

/d&f%:/de%g (2.18)

La valeur de f df 6 n’est soumise & aucune condition et on choit une nor-
malisation telle que

puisque

/de 0=1 (2.19)

et alors
/ a9 £(0) = 1 (2.20)

Ainsi, dérivation et intégration sont équivalentes :

d
/de =5 (2.21)

Gréace a ces définitions, I'intégrale de Berezin est invariante par translation :

/d9 FO+n) = /do £(0) (2.22)

car

[ 650 +0) = (o vnp) [a0+ £ [a00 == [a0 516)

L’intégration a plusieurs variables se généralise sans problémes. Soit 8% deux
variables de Grassmann (« = 1,2), alors on définit

1 1
%0 = —2,,3d07d07 = —do'do” (2.23)

de sorte a avoir les propriétés

/d29 =0 /d29 0% =0 /d29 00 =1 (2.24)

10



2.1.4 Variables conjugués

Les définitions et relations des sections précédents s’étendent au cas des
variables de Grassmann conjuguées

0=0" ;= (0,) (2.25)

en dehors du fait que la convention des indices est 1)40% et que les signes sont
Opposés :

U0 =0 = 0% (2.26b)
00 = 20'0* = —20,0, (2.26¢)
0 55 5.5 =5t (2.26d)
064

2.1.5 Matrices de Pauli et relations utiles

Les spineurs gauches qui vivent dans la représentation (1/2,0) du groupe de
Poincaré sont des variables de Grassmann, tandis que les spineurs droits, de la
représentation (0,1/2) se comportent comme des variables conjuguées.

La structure indicielle des matrices de Pauli, qui forment une base pour
lalgebre SL(2,C), est la suivante :

‘=gt M=ot (2.27)

F
o o767

Elles permettent de passer de la représentation vectorielle a la représentation
spinorielle. Soit V,, un vecteur, alors

1 .
Vad = U“MVM VM = % ““Vm (228)

= iall
Les générateurs de Lorentz dans la représentation des spineurs gauches sont

1

o — Z(Uu(}u —o'g") o =gt P (2.29)
On définit de méme
1 .
G — gt — Z(éuau — YoM) FHr = 5HMB (2.30)

Quelques relations plus ou moins connues des matrices de Pauli sont

—puca . _af &B 1
o =e%eal (2.31a)
(oh&” +o¥a") P = 2068 (2.31b)
(040" +35"a")*; = 20" 5 (2.31c)
tr(o#a”) = 2n*" (2.31d)
o 05,0 = 20068 (2.31e)
olg” — = 20" (2.31f)
gho¥ — v = 26" (2.31g)

11



On a

_ 1
010 0¥, 0% = —599(0'*5“)&595 (2.32)
En effet :
/qu_*dzﬁuvfﬂu_*o‘z
0”0 o0 Haﬁﬁﬁaaaﬁ

v 1 aBpp

= %ééo”ﬁga”adsdﬁeﬁww
L
De méme o . B
Ot 6X 6, = 199990“@‘ A (2.33)
car

00H0 ON 6, — 050“569’5 A 0% 6,

1 1 .5 -

_ [ _Z2s8 —ap M .

= ( 26a90) <2s 09> o ﬁBAO‘
1 _.
= Zﬁﬁﬁﬁa“adx\a

Et aussi

Mo, 0% = 75090“0@5\‘5‘ (2.34)
On a ) T
6010 60"0 = 09001 (2.35)
car
050 00”0 = 6" 0% Hﬁaywég
= —(6°0%)(0°0°)0" 50" 5
- i%éé&aﬁedéaﬂado”w
_ iaoééa“mzf”‘m _ ieoéé(zw)
= %eoéénw

2.2 Spineurs a quatre composantes

Les spineurs a quatre composantes ne seront presque pas utilisés et donc
nous nous contenterons de quelques formules et définitions.
Les matrices de Dirac 4* obéissent aux relations d’anticommutation

{47} =29 (2.36)

On définit les matrices antisymétriques y#* " comme la somme totalement
antisymétrique des produits des matrices y*i, divisée par n!.

12



Les générateurs de Lorentz dans cette représentation sont

1 1 a0

MY B A —

5V =70 ( 0 6.,uu> (2.37)
Y = =1t 5y,

13



3 Algebre supersymétrique

Cette section repose fortement sur la revue de Sohnius [22, sec. 2].

3.1 Cas général

Soient B; et F; les générateurs bosoniques et fermioniques, qui obéissent a
certaines relations de commutation? :

— commutation : boson/boson ou fermion/boson ;

— anticommutation : fermion/fermion.
Si les deux objets sont de méme nature, alors le commutateur donnera un boson ;
dans le cas contraire, on obtiendra un fermion. Ces différentes régles sont une
simples conséquences des regles d’addition des spins.

Ces relations sont représentatifs d’une algebre de lie graduée, ou superal-
gebre [26, ex. 2.1.1] :

[Bi, Bj] = ic;jiBi (3.1a)
[Fy, Bj] = isijiF (3.1b)
{Fi, F}} = iji By (3.1c)

Du fait des propriétés d’antisymétrie du commutateur, et de symétrie de
I’anticommutateur, les coefficients de structure possedent les propriétés suiv-
antes :

Cijk = —Cjik  Yijk = Vjik (3.2)

De méme, les générateurs obéissent aux identités de Jacobi :

([Bi> B, Br] + [[Bk, Bi], B;j] + [[Bj, Bx] , Bi] = 0 (3.3a)
([F3, By], Br] + [[Br, Fi] , B;] + [[Bj, Bkl , Fi] = 0 (3.3b)
{Fi, F3}, Bel +A{[Bw, Fil, Fj} — {[F}, Be] . Fi} = 0 (3.3¢)
(£ By} Bl + [{Fe, B3 B3]+ [{ j,Fk},Fi] =0 (3.3d)
que 'on note aussi
[[Gi, G}, Gi} + cycliques = 0 (3.4)

ou l'on ajoute un signe moins dés que deux générateurs fermioniques sont
échangés.

3.2 Rappels sur Palgebre de Poincaré

L’algebre de Poincaré est constituée des générateurs associés a deux types
de symétrie [20] :
— les symétries d’espace-temps SO(1,3) : translations P, et transformations
de Lorentz (boosts K, rotations J;) Juw = —Jou;
— les symétries internes B;.

4. Sauf contexte qui laisserait penser le contraire, ce mot est & prendre dans le sens général
et désigne donc a la fois les relations de commutation et d’anticommutation. On écrira [G;, G}
un commutateur générique.

14



Les commutateurs des différents générateurs est [1, 26] :

[Pua Pu] =0 (3.5&)

[Pus Jpo) = i1, Po = 145 Po) (3.5b)

(s ool = iy pJuo = MyoJpp + Nppdve = NupJvo) (3.5¢)
[Bi, Bj| = icyjx By (3.5d)

[Bi, Pu) = [Bi, Juw] = 0 (3.5¢)

Les deux opérateurs de Casimir sont
P?=p,P" W2 =Ww, W+ (3.6)

ou
1

W, = §EWMP”JP" (3.7)
est le vecteur de Pauli-Lubanski.

Pour une particule de masse non nulle, on a
W?=—-m?8? (3.8)
tandis que pour une particule de masse nulle on trouve
W, = AP, (3.9)

ol A est I'hélicité, et dans ce cas W2 = 0.
Dans ce cas, on a
[B;, P?] = [B;,W?] =0 (3.10)

et les membres d’un méme multiplet doivent avoir la méme masse (il s’agit du
théoréeme de O’Raifeartaigh) et le méme spin.

Les relations de commutation sont une conséquence du théoreme de Cole-
man-Mandula : les seuls générateurs tensoriels sont P, et J,,, et tout autre
charge bosonique doit commuter se comporter comme un scalaire de Lorentz, et
donc elle se comporte comme un objet de spin 0. Ainsi, si I’on veut ajouter de
nouveaux générateurs qui permettent de changer I’hélicité d’un état, ils seront
forcément de type fermioniques.

Les représentations de ’algebre de Poincaré ne seront pas étudiées plus en
détails, et on pourra se reporter au livre de Ryder [20] au besoin.

3.3 Algebre de super-Poincaré

Soient un espace de Hilbert H, |¢)) € H et un générateur fermionique Q.
Dans ce cas ) )
WHQ,Q} 1) = QT [¥)]” +1Q¥)[* > 0 (3.11)

L’égalité implique @ = 0.

Si un spineur () appartient & la représentation (74,;’), alors QT appartient &
(4/,7), et dans ce cas {Q,Q'} € (j + 4,7 + j/). Or le seul objet bosonique de
ce type est P, € (1/2,1/2), donc on conclue que @ € (1/2,0) et QT € (0,1/2).
Le premier possede un indice non pointé tandis que le second possede un indice
pointé.
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On considére N générateurs fermioniques @; (i = 1,..., N) et leurs com-
plexes conjugués

Qia = (Qia)' (3.12)

On parle de supersymétrie étendue si N > 1.
Sous une transformation de Lorentz, les générateurs se comportent comme
des spineurs®

1
[Qia, J*] = 50“”0/3@15 (3.13a)
9 v 1- v
Qe ] = 5 Qi35 (3.13b)
D’aprés ce que nous avons vu plus tot, Panticommutateur de @Q et Q est
{Qm, QjB} = 25ijaﬂagpu (3.14)

En toute généralité, on aurait dit mettre une constante c;; a la place de 9, ;, mais

, A
il est possible de redéfinir les @ et @) afin de normaliser la constante.
Montrons que les @ et les Q commutent avec I'impulsion : dans le cas général,
on a
[Qias P*] = ciyo” ,Q” (3.15a)
[Q:, P*] = 557 Q5 (3.15b)
En prenant une nouvelle fois le commutateur avec P, on obtient
[Qia, P*], P¥] = cij¢i1(0"5") " Qus (3.16)

et l'identité de Jacobi donne

[[Qioupu] 7Py] - [[QiO“PV] 7PH] + HPH7PH] 7Qia] =0
cijcir(0"5")o" Qua — cij¢iu(0¥7") . Qup = 0
cij (e’ — "), Qs = 0

ol on a utilisé (3.5a), d’ou CC* = 0.

On peut décomposer le commutateur {Q;q, Q;3} en une partie antisymétri-
que A (qui est proportionnelle & un scalaire de Lorentz, et donc dont le commu-
tateur avec P, est nul) et une partie symétrique S. Dans ce cas on aura, d’apres
I'identité de Jacobi (la contraction avec £*# permet de s’affranchir de la partie
symétrique) :

0=c""[{Qia, Qss}, P"]
=P {Qiav [PM7 Qjﬁ]} - {Qjm [PN7 Qlﬁ]}
_ 5 B 5 8
= Eaﬁcjko'#ﬁs {sz Qk } - Eaﬁcikguﬁﬁ' {Qjav Qk }

0.8 (C,‘j — Cji)PM

5. Ces lois suivent directement du fait que les matrices ¥ sont les seules & posséder la
bonne structure en indices. Ceci est valable en général pour trouver les bons objets.
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donc, combiné & la relation précédente, on doit avoir CCT =0, d’ott C' = 0.
On a donc les relations

[Qia, P] = [Q%, P*] =0 (3.17)

Les @ se situent aussi dans une certaine représentation des symétries in-
ternes :

[Qias Br] = (b1)i5Qjan (3.18a)
[Q,% B,] = =Q;%(br) i (3.18D)

ol on a choisi les b, hermitiens (groupe interne compact). Ainsi, le groupe de
symétrie interne le plus large possible qui agisse sur les @ est U(NV).

La régle de combinaison des spins impliquent que le commutateur entre
deux @ doit étre une combinaison de termes des représentations (0,0) et (1,0).
Toutefois, le seul générateur bosonique de cette derniere est la partie self-duale
de J#¥, qui ne commute pas avec P,, ce qui est en désaccord avec l'identité de
Jacobi

[Pus {Qi; Qi3] = {[Pu, @il , Qs} +{[Pu, @3], Qi} = 0

d’apres Pexpression (3.17). On en déduit que le commutateur doit forcément
donner un scalaire de Lorentz et étre antisymétrique en «, 3, et le seul qu’il est
possible de former est proportionnel a €5 :

{Qia, Qjs} = 264325 (3.19a)
{Qﬁ@f } = —2: 7, (3.19b)

ou les Z sont une combinaison des générateurs internes
Zij = (aij)rBr (3.20)

Les Z;; sont appelées les charges centrales car ces générateurs commutent avec
tous les générateurs :
Q. Zi;) = [Zij, Zie) = 0 (3.21)

La symétrie de 'anticommutateur et I'antisymétrie de £, 5 impliquent Z;; =
—Zji. On voit ainsi qu’il ne peut y avoir de charges centrales pour NV = 1.
Récapitulons l'algebre de super-Poincaré :

[Py, P,] =0 (3.5a)
[Py Jpo] = i(ﬂupPa - nHaPp) (3.5b)
[J[,LV7 Jpo‘] = Z‘(T]Vp JMO’ - 77;/0- JMP + T]up ']V(T - nupJVU) (350)
[Bi, Bj| = icijx By (3.5d)
[Bi; P,u] = [Bzv J;u/] =0 (356)
1
[Qia, M| = §awaﬁQw (3.13a)
Ve JH] = Ls s 3.13b
[sz ] = —§Qi50 & ( . )
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{Qia Qy5} = 20,,0" P (3.14)

[Qia, P"] = [Q,,P"] =0 (3.17
[Qia, Br] = (br)ijQja (
[Qider] = _de(br)ji (
{Qia, Qjp} = 26,325 (3.19a
{QidanB} _ 72)3@62;_ (

et les Z;; commutent avec tous les générateurs.
On peut réunir un générateur et son conjugué dans un spineur de Majorana :

Qi = (gig) Qi = (@ Qia) (3.23)
Dans ce cas, les régles de commutations s’écrivent
{Qi, QJ} = 2(0;;v" P, +ilm Z;; + is Re Zi) (3.24a)
[Qi, P, =0 (3.24b)
Qi 7] = 57 @ (3.24¢)

3.4 Représentations de ’algebre supersymétrique

Commencgons cette section par plusieurs remarques d’ordre général.

L’algebre de Poincaré étant une sous-algebre de celle de super-Poincaré,
toute représentation de cette derniére en est aussi une de ’algebre de Poincaré
(en général réductible) [1]. Ainsi, puisque chaque représentation irréductible de
Poincaré est une particule, une représentation irréductible de super-Poincaré
contiendra plusieurs types de particules, qui sont reliées entre elles par les Q. Il
est évident que toutes les particules d’'un méme multiplet doivent avoir la méme
masse, car P? demeure un opérateur de Casimir :

[P?,Q;] =0 (3.25)
d’apres le commutateur (3.17). Nous verrons aussi dans le chapitre sur la brisure
de supersymétrie que I’énergie de tout systeme supersymétrique doit étre posi-
tive ou nulle.

Soit Np l'opérateur qui compte le nombre de fermions [1, 26]. Dans ce

cas, 'opérateur (—1)VF | qui vaut 0 pour un état bosonique, et 1 pour un état
fermionique, anticommute avec les @, et alors

tr (DY [Qiay Qsa] ) = 20" tr (-1 1)
— tr (- (QiQ; + Q)
=tr (= Qi Q; + Q1) Q) =0
en utilisant la cyclicité de la trace, d’ou

tr(~1)NF =0 (3.26)
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et il y a autant d’états bosoniques que fermioniques.

Afin de construire les supermultiplets, nous allons utiliser la méthode de
Wigner, qui consiste a construire la représentation du petit groupe de super-
Poincaré, puis & appliquer les générateurs pour déduire le multiplet entier [1, 2,
25, 26].

3.4.1 Etat & une particule sans masse, sans charge centrale

On se place dans le référentiel ou P, = (E,0,0, E). L’hélicité est définie

comme
_L-p

A=TE

(3.27)

donc
Wo=AME=L-p (3.28)

Dans ce cas, on aura

WOQOA ‘E7>‘> = QQWO ‘E7>‘> + [Wona] ‘E7>‘>
= AEQa |E, ) + Ed®,”Qp |E, \)

B
1
=FE ()\I — 03> Qs |E,\)
2 «@
ol on a utilisé la relation (3.9), ainsi que 'expression explicite du commutateur :

[W07 Qa] = [L D, Qa] =D [Lia Qa]

1, 1
= 5pio . Qp = §E03aﬁQﬁ

en utilisant (3.28) et (3.13a), et comme P, commute avec Q.. Pour ¢ = 1, on
trouve :

B
1
WoQ1 |E,\) = E ()\I - 203> Qs |E,N)
1

:E(/\+;> Q1|E,\)

en remplacant 0. Ainsi, Q; augmente I’hélicité de 1/2. Un calcul semblable

donne
1

WoQ2 |E,\) = E (/\ - 2) Q2]E,\)

et Q2 diminue donc I'hélicité de 1/2. Finalement, & cause du signe moins dans
le commutateur (3.13b), I'effet des @ sera opposé.
Calculons lanticommutateur (3.14) de @ et Q [2, 18] :

_ 4FE 0
{Qi,Q;} = 20,;0"P, = 2E6ij(00 +0°) = d;j ( 0 0)
et donc {Qig, ng} = 0. D’apreés la condition (3.11), on déduit que

Qiz2 =0 (3.29)
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D’un autre coté, on a {Qﬂ, (Q_jS} = 4F¢,;. En posant

g = (4E)"'?Qn (3.30)

on obtient les relations :
{qi, (jj} = 6ij (3.31&)
{ai,9;} ={a, 4} =0 (3.31b)

On reconnait une algebre de Clifford pour N fermions. Toute représentation
est caractérisée par un état de référence de Clifford, ou "vide", noté |E, o), qui
est tel que

qi |E, No) =0 Vi (3.32)

En appliquant g;, on obtient un état dont I’hélicité est augmentée de 1/2 :
G |E, M) = |E, Mo+ 1/2,1) (3.33)

ou on garde note du générateur qui a été appliqué.
L’état de vide est unique. En effet, on a
2G5 | E, Xo) = qi |[E, Ao +1/2,5) = |E, Xo, ij)
={¢i, G} B, M) — 45 ¢i | E, No)
—_———

=0
= 0,5 |E, Xo)
donc
|E, Ao, ij) = 6;5 | E, o) (3.34)
On aura de méme
4iqj | B, Mo) = |E, Ao + 1,15)
=—0;G |E, do) = = |E, Ao + 1, ji)

On remarque que I'état est antisymétrique lorsqu’on échange I'ordre des généra-
teurs.
Finalement, apres avoir appliqué les N générateurs, on atteint 1’état de plus
haute hélicité :
G-+ an |E, M) = [B, 2o+ N/2,1--- N) (3.35)

Toute nouvelle application donnera zéro car g2 = 0, et I'on pourra toujours
échanger la position des générateurs jusqu’a obtenir un tel produit. Ainsi, pour
les multiplets sans masse, la plage couverte pour 1’hélicité est de N/2.
On note n le nombre de générateurs q; appliqués. Le nombre d’états d’hélicité
Ao+ n/2 est
N
d(n/2) = ( ) (3.36)

n

ce qui correspond au nombre de maniére d’appliquer n parmi N générateurs. Les
principaux multiplets sont résumés dans le tableau 1. On note que les multiplets
N =4 et N = 8 sont uniques et autoconjugués par CPT. L’hypermultiplet peut
ou peut ne pas étre CPT autoconjugué [1].
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Hélicité -2 =3/2 -1 -1/2 0 1/2 1 3/2
Chiral N =1 1 1+1 1

Vectoriel N =1 1 1 1 1
Graviton N =1 1 1 1
Hypermultiplet N = 2 1 2 1

Vectoriel N = 2 1 2 1+1 2 1
Vectoriel N =4 1 4 6 4 1
Vectoriel N =4 1 8 28 56 70 56 28 8

TABLE 1 — Principaux multiplets sans masse de la supersymétrie. Pour les mul-
tiplets vectoriel N = 1 et N = 2, chiral et du graviton, nous avons ajouté les
multiplets conjugués par CPT.

Le nombre total d’états est

Nyt = XN: (Z) =(1+1)N =2V (3.37)

De méme, on remarque qu’il y a autant d’états d’hélicité entiere que demi-

entieére :
N/2 N/2

N N N
;_%(271) ;(2714—1) =(1=-17=0
en accord avec la remarque au début de la section.

En principe, on peut imaginer des multiplets qui ne sont pas symétriques
par la parité (par exemple, pour N = 1 et A\g = 0, on obtient A = 0,1/2), mais
cela est impossible si ’on veut une théorie invariante de Lorentz.

Certaines conditions limitent le nombre de générateurs :

— N < 4 pour obtenir une théorie renormalisable (pas de particules de spin

>3/2);

— N < 8 pour une théorie de la supergravité (pas de particules de spin

> 5/2, qui présente des problémes pour étre couplées a la gravité).

3.4.2 Etat & une particule massive, sans charge centrale

Pour une particule massive, on se place dans le référentiel de repos ou P, =
(m,0). Contrairement au cas des particules & masse nulle, les générateurs ne
s’annulent pas pour o = 2 :

{Q’L?Q’L} - 25ij0-MP;L = 2m00
On normalise alors les générateurs :
g = (2m)~'?Q; (3.38)

On aura donc une algebre de Clifford pour 2N variables et il y aura donc 22V
états avec chacun 2j + 1 degrés de libertés.
Pour fixer les idées, considérons le cas N = 1 avec un vide |jo) (jo > 1/2)
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annihilé par ¢ [2]. Dans ce cas, Papplication successives des g donne :

|j0)
e o) = ljo £ 1/2)

_ . 1 .
Gadg |jo) = =584 44 o)

A la derniére ligne, & et 3 sont forcément différents, et la contraction gg donne
un objet de spin jo : 'état gags [jo) est donc lui aussi de spin jo.

Dans le cas général avec N générateurs, 1’état de spin maximal est obtenu
avec q; 5 - - - (x5, et sera de spin jo+N/2. Le spin minimal sera de méme jo—N/2,
si jo > N/2, sinon ce sera 0. Les principaux multiplets sont rassemblés dans le
tableau 2. Notons qu’une théorie N > 1 contient des champs de spin 1 ou plus,
et que le multiplet vectoriel massif possede les mémes degrés de liberté qu'un
multiplet chiral plus un multiplet vectoriel non massifs, 'un des champs réels
du multiplet chiral fournissant le degré de liberté longitudinal du vecteur [2].

Spin [0 1/2 1
Chiral massif N =1 2 1
Vectoriel massif N =1 | 1 2 1

TABLE 2 — Principaux multiplets massifs de la supersymétrie.

3.4.3 Etat & une particule avec charges centrales

D’aprés le lemme de Schur, un opérateur qui commute avec tous les opéra-
teurs doit étre un multiple de 'identité. Comme il s’agit du cas pour les charges
centrales Z;;, on peut les représenter par leur valeur propre z. > 0. De plus, a
travers une transformation unitaire, il est possible de mettre la matrice Z sous
la forme® [2]

z1 0 0
0 D
ZZ(—D 0) D=|g . g (3.39)
0 0 ZN/2
En substituant I'indice ¢ par le groupe ar, ot a =1,2 et r=1,...,N/2, on
obtient les relations de commutations (sans somme sur r) :
{Qara Qbs} = 26ab57_SO—lLPH (340&)
{Qaam Qﬁbs} = Eaﬂ5ab5rszr (340b)
{Qdar» Qﬁbs} = Edﬂ'gabérszT (3400)

On peut montrer que les représentations non massives ne sont compatibles
qu’avec I’absence de charges centrales (z, = 0, Vr).
Dans le cas massif, on considere les combinaisons linéaires

L
V2

6. Nous considérons le cas ol N est pair, bien que le cas impair, traité par Sohnius [22],
est & peine plus compliqué.

+ _
Aar*

(Qarr £Q5,) (3.41)
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Dans ce cas, la seule relation de commutation non triviale est
{A%, (A2)1} = 6,46, (2m F =) (3.42)

et la condition de positivité de la métrique donne la condition
zr < 2m (3.43)

Si tous les z, sont inférieurs a 2m, alors nous avons le méme nombre d’états
que dans le cas sans charge centrale, et on parle de multiplets longs.

On note ng le nombre de charges centrales dont la valeur sature la limite :
zr = 2m. Ces relations permettent d’obtenir certaines relations entre les généra-
teurs, ce qui revient a réduire leur nombre de ng. On aura donc une algebre de
Clifford pour 2(N — ng) variables, et on parle alors de multiplets courts [1, 2].
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4 Représentations sur les champs

4.1 Multiplet chiral N =1
4.1.1 Introduction et champs auxiliaires

Ainsi que nous 'avons vu, le multiplet non massif le plus simple contient une
particule de spin 0 et une autre de spin 1/2 : cela correspond & un champ scalaire
¢ et & un spineur de Weyl ¢ [2, 23]. Avant de considérer les transformations sur
les champs, nous voyons tout de suite que nous sommes face & un probléeme : un
champ scalaire complexe posséde deux degrés de libertés (on-shell et off-shell),
tandis qu'un spineur de Weyl en posseéde deux on-shell, et quatre off-shell. Ainsi,
bien que le nombre de degrés de liberté soit identiques on-shell, ce n’est pas le
cas off-shell, or il est en général désirable d’étudier les théories off-shell des que
I'on prend en compte les effets quantiques.

Considérons le lagrangien libre pour ces champs :

L =0,0'0"p+ itha" D1 (4.1)

Le choix le plus simple de transformation (de parameétre €) que l'on peut
postuler est

S5¢=cer st =&y (4.2)
Cherchons & déterminer les variations 4 1 et 6 1) de maniére & ce que le lagrangien
soit invariant (& une dérivée totale pres) :

§L=0,80N)0")+0,0T0"(5 @) + i1 b + o9, (5 )
= 0,00 P + £0,¢TO"h + i 5 0" Dpth — 10t §1b + i), (bt &)
= (E0"p + 164 )0 + Db (0" ¢ — it 5 4p) + i, (ot &)
et la variation est une dérivée totale § £ = i9,, (Yot & 1) si
S = —iotE0,¢ §1p = —ighed, ¢! (4.3)

Il faut vérifier si ’algebre se ferme correctement. Soient deux transformations
de parametres €1 et 5 :

[01,02] ¢ = d1(e27)) — 02(19)

= —i(&gO’u (561 — 810’“ (562)6H¢

et donc le commutateur de deux transformations sur ¢ redonne la dérivée de ¢,
qui n’est autre que ’action de P, sur ce champ

[01,02] ¢ = a"P,¢ a* = —egot dey + 10 des (4.4)
Faisons le méme calcul pour % :

[51, (52} P —Z'O'Mégau(él (b) + 7;0’“518}1((52 ¢)
—Z'Uuégau(ﬁlw) + iU”Elaﬂ(ng)
= 72‘(820”561 — 810”662)8#”(/1 — i(&l 625“ — &9 615#)(3'#1,&

ou on a utilisé la formule de réarrangement de Fierz (2.8), et on obtient

[(51, (52] ’L/) = a“P,ﬂ/) — i(El EQ&H — &9 615'”)8Hw (45)
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et I'on remarque avec stupeur que ’algébre ne se ferme que si le dernier terme
est nul, c’est a dire que les équations du mouvement sont vérifées pour ! Cela
rejoint notre analyse au début de la section, ou nous rapportions que la théorie
ne pouvait pas étre formulée sous cette forme simplifiée off-shell. La résolution
de ce probléme demande l'introduction de champs auxiliaires, c’est a dire qui
ne se propagent pas : de cette maniere, ’on obtient le bon nombre de degrés
de liberté off-shell, et, puisqu’ils ne sont pas dynamiques, ils ne comptent pas
dans le décompte on-shell [2, 22, 23]. Ici, il faudra ajouter un champ scalaire
complexe pour obtenir les deux degrés manquants.

Les champs auxiliaires apparaissent naturellement lors de la construction
directe des supermultiplets (prochaine section) ou dans le formalisme du su-
perespace.

4.1.2 Calcul de I’algébre

On part d’un champ scalaire complexe A(x) qui servira d’état de référence
pour notre représentation ” [18, 22, 29]. On impose la contrainte

[4,Qs4] =0 (4.6)

Cette contrainte est arbitraire et définit le multiplet chiral. Nous verrons plus
loin ce qu’il advient lorsque I’on retire cette contrainte.
On définit les champs suivants :

’ [A7 Qa] = 2ithq ‘ (47&)
{'(/)ou QB} = _Z.Foc,@ (47b)
{0, Qa} = Xaa (4.7¢)

On impose & A de vérifier I'identité de Jacobi avec Q et Q :

2i {0, Qa} = 20", [A, P,
2 X s = 2ic" .0, A

en utilisant la contrainte (4.6) et le commutateur (A.6), d’ou

{¥a,Qa} = 0" ,40,A (4.8)

De méme, on aura

{lA4,Qa], Q) +{[4, Qp], Qa} = [A,{Qa, Qp}]
2i{¢a, Qp} + 20 {13, Qa} =0
2i(Fap + Fﬁa) =0
— Faﬁ = 7F5a

Fup est donc antisymétrique et forcément proportionnel a €, : Fop = €,45F,
ou F' est un champ scalaire, et donc

{’l/)on Qﬁ} = 7i€aﬁF (49)

7. Les résultats importants sont encadrés par anticipation.
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L’identité de Jacobi pour A et deux @ est trivialement vérifiée.
On définit les deux champs A, et Xq :

[F, Qa] = Aa (4.10a)
[F.Qa] = Xa (4.10Db)
En appliquant 'identité de Jacobi pour ¢, :

[{¢a7 Q,B} ) Qa] + [{wou Qa} 7QB] = Wm {Qﬁa Qa}]
—ieg [F,Qa) + 0" 0004 [A, Qs = 20" 5 [Va, P
—i€qgXa + 20", 0us = 2i0" 5, 0ptha
2(0" 54,00 — 0" 6 0ubp) = eapXa

et on a pu sortir les dérivées car les générateurs ne dépendent pas des coordon-
nées d’espace ®. Maintenant, on contracte par e®? :

2Wa = 25“6(0“5d8#¢a — o ,40u8)
= 25“5(0”/3@8#% + a’*maﬂwa)
— 45“%*‘5@8#%

comme 50‘%&[3 = 2, et en utilisant I’antisymétrie de € pour échanger les
indices. x4 n’est donc pas un nouveau champ et on a :

[F,Qa] =2e*P0" 5, 0410 (4.11)

On calcule ensuite :

[{wanﬁ}vQ’Y} + [{"/}OMQ’Y}vQﬂ] = [wav {Q57Q’Y}]
_isaﬁ [Fv Q’Y] - isa'y [Fv Qﬁ] =0
EapMy T EayAg =0

et en contractant par e*? :
20, + 65X =0
3\, =0

donc A\, est nul et
[F,Qu] =0 (4.12)

Il reste a vérifier que ’algebre est bien fermée, c’est a dire que toutes les
autres identités de Jacobi sont nulles.
Pour 9, avec ), on a

{0 Qa} . Qa] + [{va: Qs Qa] = [0 { Q5. Qu}]
= "D [ A, Q] + 0" 0, [4,Qa] +0 =0

8. Ceci est du au fait qu’il s’agit de charges conservées, qui proviennent d’une intégration
du courant de Noether sur tout l’espace
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d’apres la contrainte (4.6).
On obtient trivialement 0 pour F avec @ a cause du commutateur (4.12).
Pour F avec @, le calcul est plus long :

(trau @)+ {[ro] @} - [ {0n0.)]
= 2205150 {wa, Qﬁ-} +2:%0" 0, {0, Qs — 0
=2e"P0",0,(0" 50,A) + 2P 33 0u(0"0600A)
= 25"‘5(—0”560“&@ + a“ﬁga”ad)aﬁl,A =0

en échangeant les indices « et 8 dans le premier membre, et en utilisant ’an-

tisymétrie de e*P. La parenthése est antisymétrique sous la permutation p < v,

tandis que 'on a 83“, = 81%, d’ou la nullité.

Finalement il reste & vérifier I'identité pour F, Q et Q :
{[F> Qa] 7@(54} + {[Fa Qo’z] aQoz} + [F7 {Qav@d}]
=0+2"0" 0, {1y, Qa} + 20" [F, P,
=2eM0" 5 Oy (—ie,, F) + 2i0” O, F
= 2i(—000" 55 + 0" 10)0uF =0

L’algebre est donc bien fermée et on obtient le multiplet chiral (figure 1)

w1

qui contient deux champs scalaires complexes (deux fois deux degrés de liberté)
et un spineur de Weyl (quatre degrés de liberté).

4.1.3 Transformation des champs

Afin de calculer la variation des champs, on utilise un parameétre (., qui
commute avec tout ce qui est bosonique (nombres complexes compris) et anti-
commute avec les fermions : il s’agit de variables de Grassmann. La variation
d’un champ est donnée par

50 =—i[®,¢Q+ Q] (4.14)

soit en composantes :
§®=—i[®,("Qa + Qul’] (4.15)

ot {7 = (¢

A partir des différents commutateurs calculés précédemment, on obtient :

100

S = —CF —id, A " (4.16b)

§F = —2i0,1 ot'C (4.16¢)
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(a) Multiplet chiral.
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Qi

Qi

Jall
(b) Multiplet antichi-
ral.

FIGURE 1 — Relations entre les champs des multiplets chiral et antichiral.

Remarquons que la variation de F' est une dérivée totale, et permet d’écrire des
actions invariantes.

On peut montrer que le commutateur de deux transformations successives
s’écrit ~ B

[51, 52} P = a“(iau)@ at = 2(610"“C2 — Cgaﬂcl) (417)

et algebre se ferme bien, puisque la commutation de deux transformations est
équivalente a une translation de vecteur a*.

Ainsi, une représentation triviale pour laquelle 6 & = 0 est constituée de
champs constants.

11 est possible d’ajouter des indices aux champs? afin d’obtenir de nouveaux
multiplets, qui eux seront réductibles.

4.1.4 Multiplet antichiral

Choisir la contrainte [A, Q] = 0 au lieu de (4.6) aurait conduit au multiplet
antichiral ®, qui est construit par conjugaison hermitienne :

of = {AT 4, FT} (4.18)
Ce multiplet contient le méme nombre de degrés de libertés que le multiplet
chiral (4.13).
4.1.5 Notation a quatre composantes

n utilisan n ion a quatr m n rametr vient un
En utilisant la notation a quatre composantes, le parametre devient
bispineur et la variation s’écrit

5@ =—i[®,(Q] (4.19)

9. Attention, un indice spinoriel inverse la statistique du champ.
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et la variation des champs devient

[01,02) ® = 2i(17"(20,® (4.20)

4.1.6 Multiplet chiral réel

En notant A et B, F et G les parties réelles et imaginaires de A et FT, et en
définissant un spineur de Majorana a partir de v, on obtient le multiplet chiral
réel :

¢ ={A, B¢, F,G} (4.21)
avec les lois de variations :
§A = (4.22a)
§ B = (59 (4.22b)
39 = —(F +G)¢ —i@(A + 5 B)¢ (4.22¢)
SF =il (4.22d)
§G = iCysPv (4.22¢)

La présence des 75 indique que A et F' sont des scalaires, tandis que B et G
sont, pseudoscalaires.

La contrainte (4.6) revient & imposer que le spineur dans la variation de B
soit 75 fois celui dans 6 A.

4.2 Multiplet général N =1
4.2.1 Calcul de I’algébre

Note : Bien que la méthode générale soit juste, les calculs détaillés sont en
partie faux au nivau des facteurs exacts.

Cette fois-ci, on étudie ce qu’il se passe lorsque I'on n’impose aucune con-
trainte. On choisit un champ scalaire complexe C' qui servira d’état de base. On
définit les champs suivants :

[C, Qa] = 2ixa (4.23a)
[C, Q4] = —2i&, (4.23b)
{Xas Qp} = Mag (4.23¢)
{605} = Neg (4.23d)

{Xa:Qa} = 0" s Ap (4.23¢)
{4,Qua} = 0" 4By (4.23f)

On impose en premier lieu Iidentité de Jacobi pour C, Q et Q :

{[07 Qa] an} + {[07 Qa] 7Qa} = [Ca {Qa7©d}]
2 {XO’? Qa} —2i {EO'M Qa} = 20#0(02 [07 P,u,]
20" A, — 2i0" B, = 2ic",,0,C

4A, — 4B, = 49,C
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! & = 20%. On trouve donc

en contractant 1 par ,%, sachant que ,%o 0

B, =A, -0,C

soit finalement

{gfw Qa} = Uuaa (Au - 8/1«0)
Pour l'identité entre C et @, on a :

{[07 Qa] ’Q,@} + {[C’ Q,@] 7Qa} = [C’ {QaaQﬂ}]
2 {Xanﬁ}+2i{XﬁﬂQa} =0
Ma/jJrMﬁa =0

(4.24)

(4.25)

et, comme pour le champ F' du multiplet chiral, on trouve que M est forcément

proportionnel a €5 : Mopg = EapM, d’ou

{XOH Qﬁ} = gaﬁM

Un calcul exactement similaire pour C et Q

{[e.0a].Qs} + {[0:0s] Qs } = [0{ s 04

(4.26)

montre que N4 doit étre proportionnel a e & d’ou N,p = =e, N et ainsi

{gdu Qﬂ} = EaBN

On définit les nouveaux champs :
(M, Qa] =
[M, Q4]
[NV, Qal
[V.Qa] =

Ya

|
“;l

|
|
>
SR

L’identité de Jacobi avec o, @ et Q donne
I:{XOHQB} Qa} [{Xaa@a} Qﬂ] = [XOU {Qﬁa@a}]
aﬁ [M QOZ] +U ad [AF“Qﬁ] - 20 Ba [XOHP }
a,@:ud + ot ad [ QB] = 2io" Ba MXCV
€aﬁ6#’mﬂd +2[A,, Q] =2ic O‘aa”ﬁaayxa
et en récrivant le premier terme :

5a[35',uda/ad = eaﬁ&;tda‘gdf}ﬂﬂ = O'Hgglaﬁ

on obtient

1 7@ . V=
[A,LHQDJ = _ia,uao'uu’ + Z(O’ J#)aBaVXﬁ

10. Cette technique sera réguliérement utilisée par la suite.
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On retombe bien sur le champ fi5 comme on pouvait s’y attendre (figure 2).

Le calcul entre y, et @) donne
[{Xav Qﬂ} ) QW] + [{XO“ QW} ) Qﬁ] = [Xm {Qﬁv Q“/}]
gaﬁ [M7 Q’Y] + 5a’y [M? Qﬁ] = O
Eaﬂw’Y + €a'yw5 =0

Comme dans le cas du multiplet chiral, on contracte par €’ et on obtient

1o = 0, donc
[M, Qa] =0

Un calcul tout & fait semblable pour &4 avec Q
Hf_a,QB} ,Qﬁ} + [{f_a,(?ny} 7QB} = [f_o'u {QB’Q#H

donne ps = 0, et donc

Regardons maintenant 1'identité pour M, Q et Q :

{IM,Qu),Qa} + {[M,Qa] ,Qa} = [M,{Qa; Qs }]
0+ {/:Ldaro} = 2Uuad [M’ PM]

d’ou

’ {fa, Qat = QiUuaozauM‘
La méme identité pour N

{[N,Qa],Qa} + {[N,Qs],Qa} = [N, {Qa, Qu}]

donne

{Aa,Qa} = 2i0", 0N

On pose
{Aa; @s} = Dap
et I'on utilise 'identité pour N et @Q :
{[N7 Qa] ’QB} + {[N7 Qﬂ] 7Qa}’ = [N7 {Qav Qﬂ}]
{Xa, Qs + {25, Qa} =0

et par similitude avec Mg, on trouve D,g = EQBD et ainsi

’{)\Q,Qﬁ} = saﬁp\

On calcule maintenant 1'identité de Jacobi pour &, Q et Q :
{60 Qa} - Qs] + [{€0: @5}, Qa = [€0 { Qs @5 }]
o [A# - 9,0, QB} 6,5 [N, Qa] = 20" [€, Py
0 i [ A Q| + 210" 30085 + 2500 = 200”10

2 {Aw Qﬁ} + 42'8#55 + ga,é5uda)\a - 22@"“0’”@/@-@5@
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ce qui donne

[A“ Q@] i(5"ot)® 8y§d —; aﬁa“‘m)\ —228”§B

AV A . — pcea
=i(c¥o ) Vfa 3 aﬁg Ao
=i(cto ) Dy €q — Boﬂo‘aeaﬁz\ﬁ
_ 1

o I B
i(c*c") /38”50‘ 50 BB/\

En conclusion, on obtient :

9 s~V & e 1 a
[AN,Q[;} =i(0"0,)" ;008 — 50’“a6)\ (4.36)

et on retrouve du A comme prévu.
Le commutateur entre A, @ et @ vaut :

{14, Q1. Qs } + {[4, Q5] @6} = [40: Q0 Qs )]

U ow =
{—257 'O'Mﬂ,;/ll/a‘kl(o’ Uu)ﬁ al/XaaQ/@'}

4 & ¢ 1 v
+{’(U o) Igaufa ) uoc/d')\ Qg} =207, [A,, P,

1
55 Uuﬁv {,ua,Qﬁ} +i(0"5,,)5" 3 A,

<=V e 1
+i(0"0,) Bapﬁday(Ap - 9,C) — 3% 0 e gD = 2i0" 0, A,

soit aprés contraction par #°% et en renommant p par p :

— 626850t 8, (A, — 8,0)

1 .. ¢ _ ‘.
,€a72§§y {‘[Ld,QB} — *ie‘heﬂag”ﬁ- JH .8DAu s

2

+ 2551) + 2iGH0B gV 5500 Ay
{ fia, Qﬁ} - wm b Ou A — i(sB tr(6" o)y (A, — 9,C)
+ 6gD + 21'(5”0”)55&/1“
=i(6"0" — 2") 10, Ay + 2" 8502,C + 65D
+2i(6"0")° 40, Ay

= —i(g*o ) O, A, + 21658204— 55D + 2i(c" o )%@AH
= 2i050%C + 84D +i(5"0")’ 10, Ay

sachant que tr(a”c*) = 2n*”. En abaissant les indices, on obtient enfin

{ﬂm QB} = £45(D +2i0°0) + e (5%0")" 10, A, (4.37)
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L’identité de Jacobi pour A, Q et Q donne
[{Aa Q) Qa] + [{Aas Qa} s Q5] = [Mar {Q5, Qu}]
€ap [D: Qal + 2i0" 50, [N, Qp] = 20" 5, [N, P
Eap [ D, Qa) + 2i0" 40,05 = 2i0" 5,040
2 [D,Qa) = 2ie"? (0" 5,00 0 — 0" 4, 0u5)
2D, Qa) = 4ic*P0" 4, 0p Ao

grice a Pantisymétrie de €*2. On obtient alors

[Da Qo'(jl = QiSQﬁU#@d auAa (438)

Ensuite pour /i, Q et Q :
|:,a(3m {QON Qﬁ}:| = |:{,a0m Qa} ) Qﬁ] + |:{,aﬁ7 Qa} 7QO¢:|
20 [fias Pul = 200" 0 [ M, Q| + 2,5 [D,Qu] + 2ie ;0 [C, Qu]
+ iedﬁ((}“a”)vgay [A,, Q]
2io" 5Ouita = 2i0" 5 Oulig + €44 (D, Qal — 4e, ﬂa%(a

. _ _
ﬁﬁ'o—ua[ial’:u‘ 7st*{(o—uo—y)'yﬂ'(O—pau)aﬁagyX5

_ %gd’_ygu‘/ﬂgu
. _ _ { v Yo
€45 D Qal = 20" ;0ufic — 0" o5 0ufiz) — €30 530000, f1°
— 4ad582xa — iedgf(6“0”)“’6(%5”)&583,,)(5
. &B _ _ ) v _
2[D,Qq] = 2ie B(Uuaﬁ'aﬂﬂd - Uuaaaﬂﬂﬁ) - 5‘7 agauﬂd

— |V

— 45(54,6’82Xa — iEM(a o )A’B(U”(?ﬂ)aﬁ@gyxg

Y _ Y _
2[D,Qa] = 415aﬁ0#a38uﬂa - §€°‘Ba“aﬁ-aﬂua
— 4 x20%*\ 0 — iég(&“a”)ﬁa(0p6u)a58ﬁxﬁ
Y _ (Y _
= 425(150'”(16-8##@ - isaﬂa“aﬁ-aﬂﬂa - 882)(04
- 2inuy(ap&y)aﬁa;2)yxﬂ

I1 reste a vérifier que I'algebre est bien fermée :
— Les identités pour M et Q, N et Q

(1M.Qu]. Qs + {[M. Q4] . Q) = [M.{Qu. Q)] =
{v.Qa]. @5} + {[M.Qs] . Qa} — [V.{@u. 0] = 0

sont triviales comme leurs commutateurs sont nuls :

~ MetQ :
(0.0 {[.a] 2} - {000}
= {#a: Qs } + {715 Qs } -0
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- Xa €t Q :
[ Qa} Qs + [{as @5} Q] = [res {@a @5 }]
=0"0a [Aw@/?} +a s [A,Qa] =0

~aet @
({6, Qa}»Qs] + [{6a, Qs+ Qal — €4 {Qa Qs3]
- et Q:
002001+ [P0 - Pofones)]
= 2ic" 0 [N, Q| + 210" 40, [N.Qa] —0=0
car [N, Q4] =0.

4.2.2 Transformation des champs

On a donc obtenu les champs composant le multiplet vectoriel (figure 2) :

V= {C,X,E,M,N,A#,A,ﬂ,D}

Finalement, en utilisant la formule (4.14)

§¢=—i[6,¢Q+Q(]
les variations des champs sont [18] :
§C = 2i(Cx — £C)
5x = (M +a"CA,
§& = CoM(Ay —0,C) +CN
§ M = ji¢
ON = (A
1 R
§A, = —igawu +i¢(0"5,)0ux +1i0,£(c" 0, )¢ — 5)\0“(
§A = (D +2i0,N o"C
0 it = 2iCc"0, M
6§D = —2i9,\ o

Les relations entre les champs sont résumées sur la figure 2.
L’algebre est constituée :

(4.39)

— seize composantes fermioniques : x, &, \, fi (quatre spineurs de Weyl com-

plexes) ;

— seize composantes bosoniques : C; M, N, D (quatre champs scalaires com-

plexes) et A, (un champ vectoriel complexe).
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En imposant la condition de réalité
vi=v (4.41)
on réduit le nombre de composantes a huit de chaque type, et dans ce cas :
N=M' Cc=cC' D=D' A,=A4] (4.42a)
E=x" =\ (4.42Db)

Q Q

C; Xo - My,
Q
| |
b ——= Au—fia,
Q

FIGURE 2 — Relations entre les champs du multiplet général. Les fleches pleines
indiquent une relation directe, tandis que celles en pointillés signifient que la
dérivée du champ est présente.

4.3 Calcul tensoriel : produit de deux champs chiraux

11 est possible de combiner plusieurs champs ensembles [22, sec. 4.4].
Le produit de deux champs chiraux A; et As est un nouveau champ chiral
A1As : en effet, on a

5@ A1 = (Sd A2 =0= 5,54(141142) (443)

car

S4(AyAs) = 64 A1 Ay + Ay 5 Ay = 0

Dans ce cas, la composante 1 est donnée par la variation de A; A :
0a(A1A2) =00 A1 Az + A1 00 Az = P10 A2 + A1,
De méme, on obtient la composante F' en faisant varier la composante ¢ :

0o (V1842 + A1hag) = da h15A2 + V1500 Ao + 00 Ar1thag + A1 0 P2p
= ga,BFlA2 + ¢1/3¢2a - wla'll}?ﬁ + Ea,BAlF2

1
=€a8 <A1F2 + F1As — 27#11/)2)
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Le champ produit a donc pour composantes

1
P12 = {A1A2,¢1QA2 + A1on, A1 Fo + Fr1 Ay — 21/)11#2} (4.44)

Les autres combinaisons possibles seront étudiées dans le formalisme du su-
perespace.
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5 Superespace

5.1 Constructions : coordonnées et opérateurs

L’idée est d’étendre ’espace de Minkowski repéré par les coordonnées (boso-
niques) z* en un superespace repéré par (x“,@a,éd). De cette manicre, les
générateurs @ et ) peuvent étre vus comme les générateurs des translations
dans les directions fermioniques. Les coordonnées 6 et 6 sont des variables de
Grassmann et permettent ainsi de reformuler ’algebre avec des commutateurs :

(€Q.0Q] = 2¢0"6P, (5.1)
car
[£Q,0Q] = £°QuQuf* — QafE"Qa
= £°QuQab® +£°QaQ0ab”
= £ {Qa, Qa} 07
= 2¢6%", ,0°P,

On s’intéresse au quotient du groupe de super-Poincaré par celui des trans-
formations de Lorentz : cela revient a assimiler tous les systémes qui ne different
que par une transformation de Lorentz, et il reste donc les translations [22].

11 existe différentes maniéres de représenter les éléments du groupe [14], et

nous choisirons [30]
G(z,0,0) = ei(P+0Q+0Q) (5.2)

Afin d’étudier l'effet d’une translation fermionique, on étudie la composition
de deux éléments G(a,&,€) et G(x,0,0) :

Gla,€,6)G(x,0,0) = (aP+EQHEQ) (izP+6Q+0Q)
- expi((x-l-a)P-i- 0+6Q+(0+6)Q
T [£Q+£Q,9Q+9Q]>
- expi((x+a)P+ O+Q+(0+8)Q

+ %(2&7“5 - 290“€)PM)>

=expi ((z +a+io”0 —i0c"E)P + (0 + )Q + (0 + £)Q)
= G(z" + a" 4 ilc"0 — ioHE,0 +£,0 +€)

ol on a utilisé la formule de Hausdorff (A.2), en tenant compte du fait que les
autres commutateurs sont nuls car [Q, P] = 0. On remarque donc qu’une trans-
lation fermionique s’accompagne d’une translation d’espace, a priori complexe
(comme on pouvait s’y attendre, U'inverse n’est cependant pas vrai, puisque P
commute).

Infinitésimalement, on a

3G = [G(x,0,0),—i(aP +6Q + 6Q)] = —i(aP + 0Q + 0Q)G(x,6,0)  (5.3)
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Afin de trouver une représentation fonctionnelle, on développe le dernier
terme :
G(z" + at +itot0 — ifo™E, 0 + €,0 + €)
~ (1+ a9, + i£a"00, — 1000, + £*0a + £,0%) G(2,0,0)
=G(z,0,0) + a"9,G(x,0,0) + (0o + ic",;0%0,)G(z,0,0)
+ &4 (0% + i6"*0,0,)G(, 0, 0)
= G(z,0,0) — ia" P,G(x, 0, 0) —it*QaG(x,0,0) — i£,Q G (x,0,0)

Par identification, on trouve que

P, =1i0, (5.4a)
Qo = 1(0y +ic",40%0,) (5.4b)
Q% = i(90% 4 i5"*0,0,,) (5.4c)
Qa = —i(Da + 00" ,,0,1) (5.4d)
La variation d’un champ est :
¢ F = —i(€Q +£Q)F (5.5)
avec
€Q +£Q =it (0n + 0", 070,) — i(Ds + 0%, 0,)E*
=i(£0 — £0) — (€00 — 001€)0,

d’ou o ~ ~

¢ = (§0 — £0) +i(§0™0 — 05"€) 0y, (5.6)

5.2 Dérivées spinorielles

En considérant cette fois-ci 'action a droite, et en demandant qu’elle soit
identique a ’'action a gauche, on obtient des dérivées qui commutent avec les
éléments du groupe [30] :

G(z,0,0)G(a,&,§) = e@PH0QHIQ) (i(aP+LQ+£Q)

_ expi((a:+a)P+ (0+Q+(0+9)Q
+5 00 +90.6Q+ €]

_ expi(<x+a>p+ (0+9Q+(@+8)Q
+ L (00HE 250“6))&))

_ expi((;v Y a+i00E — it G)P + (0 +€)Q + (6 + 5)@)
= G(z" + a* 4 i0o"E — i€ot0,0 +£,0 + €)
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et en développant au premier ordre :
G(2,0,0)G(a,&,€) = (1+ (a* + i00"E — i€0"0)dy + €200 + £a0%) G(z,0,0)
= [1+ a9, + £ (0 —ic",,0%0,)
+ &4 (56‘ — i&“‘m‘@a@u) ]G(x, 0,0)
— (14D, +£°D,, + £,D*)G(x,0,0)

Par identification, on obtient alors :

D, =0, (5.7a)
Dy = 0o —ic",,0%0, (5.7b)
D% = 9% — i5"**0,0, (5.7¢)
Dy = —(9s — i0%0",,0,) (5.7d)

Un calcul simple montre que
{Dq,Dg} = 2i0" 0, (5.8)

Remarquons aussi que, du fait de leur caractére spinoriel, les dérivées troisiemes
et supérieures sont nulles :

D"=D"=0 n>3 (5.9)
De méme, on a évidemment
DI =DO=0 (5.10)

De part leur construction, ces dérivées anticommutent avec les générateurs
des translations :

{Da,Qs} = {Da, @3} = (D, s} = {Das Qs } =0 (5.11)
Calculons par exemple le premier anticommutateur :
(Da,Qs} = {aa — o™ .0%0,,i(0p + ia”ﬂﬁéﬁau)}
= {00,095} — 0", {0007 } 0 + 0" {0705} 0,
. v né nf 2 _
t+io" 50" 55 {9 N }a,w =0

en utilisant le fait que tous les anticommutateurs sont nuls (2.11). En terme de
commutateur, on obtient [Dy, Q] = 0, et ainsi de suite.

5.3 Superchamps

_ Une fonction des coordonnées (z, 0, 5) peut étre développée en série de 0 et
#, qui sera finie puisqu’il s’agit de variables de Grassmann. Le superchamp le
plus général sera donc

V(x,0,0) = C(z) + 0x(x) + 0 (x) + 00 M(x) + 00 N(z)

_ __ _ __ 5.12
+00"0A,, (z) + 000(x) + 000 (x) 4+ 0600 D(x) (5:12)
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puisque les termes du type 6'6% sont proportionnels & 66. Les coefficients du
développement correspondent & des champs sur l’espace bosonique et forment
une représentation de I’algébre de supersymétrie .

Le coefficient du terme 0066 est appelé "terme D". Nous verrons qu'il joue
une importance particuliere.

Un superchamp ne constitue pas une représentation irréductible et il faut
chercher quelles contraintes imposer. Ces dernieres doivent étre covariantes, sans
quoi une transformation de supersymétrie briserait la contrainte choisie.

On peut identifier les transformations des composantes en utilisant 1’expres-

sion explicite (5.6) :
5¢ V= (€0 — D)V +i(¢at0 — 001€)0,V
=06:C+00cx+06cv0+00 5¢ M+00 5¢ N
+ 00”0 5¢ A, + 000 5¢ X+ 000 5¢ ji + 0000 5¢ D

Calculons cette derniére expression terme par terme :

— Terme C' :
(€0 — £0)C +i(E0™0 — 054€)0,,C
= i(£a"0 — 001'€)0,C
= —i(05"¢ 4 001€)0,C
— Terme x :

(€0 — €0)0x + i(£0"0 — 057'€)D,u(0X)
=&x+i (—;90“9 §O0ux — 0o,0 50““8,»() —1 (—;99 Ouxa“f)
— ¢y — %90“5 £0x — 10070 €0, 0" X + %99 9, xo"E
— Terme 1 :

(€0 — £0)0Y +i(€0™ — 007'€)D, ()

—— g _ Sy s -
=&+ 590“9 §0up — 100"0 0”95, & — 599 Eat o
— Terme M :
(€0 — €0)0OM + i (00 — 05+€)D,, (00 M)
= 260M + 60 £t 0, M
= 260M — 00 65"¢ 0, M
— Terme N :

(€0 — £0)0ON +i(Ea™0 — 05+£)D,,(AON)
= 260N — i00 00"& O, N

11. A ce stade 14, il n’est pas possible d’identifier directement ces champs & ceux que ’on
a déterminés par une construction directe (4.39), puisqu’il est toujours possible de les définir
de différentes maniéres. Toutefois le nombre de composantes est identique.
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— Terme A, :
(€0 — £0)00™0A,, +i(£o™0 — 05+£)D, (0070 A,)
— o A, + 00" EA, + 000 @gnw _ gaW) oy
000 (;gnw _ &“”5) DA,
= —0c"EA, + 00"EA, + %éée (EO"A, — o€ F)
- geaé (€0" A, — 6" EF,,)

comme 1
90“5 00”0 = 000 (2577W . a;w£>

et en définissant

Fuy = 0,4, — 9,4, (5.13)
On a 1
0" DAy = 50" Fy
car oM¥ est antisymétrique.
— Terme A :
(€0 — £0)(000X) + i(£o™0 — 05+£)D,,(000N)
— 00 €\ + 2(06) () — i00 (—;eaauAa%)
_0¢r+2 (;00”9_ f_c‘r“)\> + L0009 0,707
= 60 €\ — 00" £, A + 50000 9, )"
— Terme p :
(€0 — £0)(060p) + i(¢a™0 — 057€)D,.(06071)
— 06 &ji — 00”8 [i5, & — %999’@ €MD
— Terme D :

(€0 — £0)(0000D) +i(£0™0 — 05+£)0,, (0000 D)
= 2¢000 D + 20060 D
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Enfin par identification :

3¢ C = Ex + & (5.14a)

S¢ x = 26M + o€(A, —i0,C) (5.14b)
S¢h = 2N — "¢E(A, +i0,C) (5.14c)
Se M = i+ %auxa"f (5.14d)

S N =EXN— %@Haﬂzz (5.14e)

b¢ Ay = —E6,\ — i6 € + %(éauqz — €0,x) — i(€0,,0"X + 0"5,,E) (5.14f)

1

O A = 26D + S(§0" Ay — o€ F) — iot& 0, N (5.14g)
be i = 26D — %(éaﬂAM —GME F,,) — ighe 9,M (5.14h)
be D = %(auxaﬂg — 0D, [i) (5.14i)

On reconnait a plusieurs endroits les combinaisons A — i/QU“ﬁ,ﬂ/_J et i+
/20, xo" : on pourrait étre tenté de faire les subsitutions

i - i _

A— 50”@@/} — A o+ 5(9”)(0“ — [
afin de simplifier les lois de transformations. Nous ne le ferons pas tout de suite
attendrons la section sur les théories de jauge, ol nous verrons que ce change-
ment de variable est d’autant plus intéressant car il rend la composante A invari-
ante de jauge. Toutefois dans ce cas il faut aussi 'accompagner du changement

1
D — D+ 9"9,C

pour éviter de faire apparaitre des termes en 0%y.
Notons que d¢ D est une dérivée totale.
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6 Superchamp chiral : construction et
lagrangien

6.1 Etude générale
Le choix le plus naturel de contrainte est d’imposer que la dérivée (anti-)spi-

norielle soit nulle [1, 22, 30] :

De® =0 (6.1)

ou ® est un superchamp quelconque. Montrons que ce dernier est chiral : pour
cela, nous allons chercher a exprimer ® en fonction de variable dont la dérivée
spinorielle est nulle. Nous avons vu que Df = 0. Déterminons f (9, 0) telle que
D(z+f)=0:

D (2" 4 f*(0,0)) = (=04 +i0%0",,50,)(z" + f(0,0))
=i0%" , — 0af" =0
d’ou, apres intégration et en prenant garde au fait que la dérivée agit a gauche :
f1(0,0) = —ifa™0 (6.2)
On a posé la constante d’intégration (qui dépend de ) a zéro. Ainsi, la variable
y" = 2t — "0 (6.3)

est telle que -
Dy=0 (6.4)

Ainsi, tout champ qui s’exprime seulement en fonction de (y, 0) sera tel que
(6.1) soit vraie. En développant ce champ, on obtient

D(y,0) = A(y) + V20u(y) + 060 F(y) (6.5)

® correspond donc bien a un multiplet chiral.
Avec ces nouvelles variables, les dérivées spinorielles deviennent (les dérivées
sont par rapport a y)
D, = 0o — 2i0" 4040, (6.6a)
D4 = —04 (6.6b)

En effet, en utilisant la régle de la chaine, on a

O _om o ge0 _ (040 0907 0
gga "7 ac” o = \ 9o ayr T 96« 965
oy s
wﬂmea(ay o, b a)

oz Oyv Oz 568

0 0 _ o
i M & B ) & sv
00t 50 +6Q895 io” .0 5“8y”
. 0
— 9 _ 9K p&
= 0y — 2i0" .0 By
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Dans le cas de D, le signe moins de (2.11) annulera le premier terme de I'avant-
derniére ligne. De méme on montre que les opérateurs @) et Q deviennent
Qa = Z.aa (67)
O — —i(éa n Qw”mé‘ia“) (6.8)
Pour obtenir le développement en revenant en terme de x, on pourrait utiliser
le développement en série (finie) des coefficients de ®. Une autre méthode [25]
est d’intégrer directement (6.1)
(=04 +i0%0" ,;0,)®(2,0,0) =0
ce qui donne '2 )
®(x,0,0) = e "% (1, 0) (6.9)
En développant I’exponentielle et le champ ®(z, §), on obtient (tous les co-

efficients dépendent de ) :

B(2,0,0) = e 07" 09, 0)

e
(1 — i0100), — %eaﬂéaﬂ 00”98,,) (4+ V200 +00 F)

(A V200 + 08 F) — 05180, (A + fmw) . ieoéé 924

soit finalement

®(x,0,0) = A+ V200 + 00 F — i00"09, A
i ppiioray - Looi (6.0
ﬁﬁeé)a o 40009 0°A
Un superchamp antichiral ®f est tel que
D®f =0 (6.11)
Il s’exprime naturellement en terme des variables (y',6) :
o (y",0) = A'(y") + V200 (y") + 00 F'(y7) (6.12)
Son expression en fonction des variables (z, 0, 6) est
of(z,0,0) = AT + V20 + 00 Ft + 65400, AT
T s BN S
\/59990 Outp 49999 0

car

(05" 0,0)" = —i(05"0,1b)t = —i(—00"8,3)) = i,

12. En toute rigueur il aurait fallu noter autrement le champ ®(z, 6) qui sert de constante
d’intégration. Il est aussi différent de ®(y, 0).
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6.2 Transformations d’un superchamp chiral

Etudions les transformations des champs d’un superchamp chiral a 'aide de
la formule (5.5) :

e @ = —i(Q +£Q)(y, 0)
- —z‘(z‘gaaa — (B + zz'oaa“maﬂ)g’d) (A+ 200 + 09 F)
= V264 + (20, F) — 2i00"E(9, A + V200,10
= V26 + 0(26F — 2i0"£0, A) — 2V/2i (—i%f)mﬂg)

= V26 + (26 F — 2i0MED, A) + 00 in/20,p0"E
= 0c A+V200c) + 005 F

et par identification :

5¢ A =2 (6.14a)
de 1 = V26 F — iv/201£9, A (6.14b)
5¢ F = iv20,00M€ (6.14c)

en dehors de signe et des facteurs v/2 qui dépendent de la normalisation choisie,
on retrouve les lois de transformations du multiplet chiral (4.16) déterminée par
construction directe.

6.3 Opérations entre champs chiraux

La somme de deux champs chiraux est évidemment un nouveau champ chiral.
Le produit de deux champs chiraux ®; et ®; vaut

D;0; = (A; +V20; + 00 F)(A; +V200; + 00 F;)
= AiAj + V20(Anb; + Ajhi) + 00(A Fy + A F,) + 200601

d’out

;0 = A A; + V20(Aihj + Aji) + 00(A Fj + A Fy — inhj) (6.15)

Le produit de trois champs chiraux est
X (Ay, 4 V201 + 00 Fy)
= A;Aj AL+ \@9((141'%‘ + Aj)Ag + AiAjiﬁk)
+ 20(Aitt; + Aj0i)00k + 00 (A A By + (AiF; + AjFs — i) Ay )

= AiA Ay + V20(A; Apthj + Aj Apabs + A Ajibr) — 00( A, + Ajabi )y,
+ 00(A; A Fy, + A ALF) + AjARF; — Agthindy)
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soit

;0@ = A; A; Ay + V20(A Ay + Aj A + A Aj)
+00(AA, Fy + A, ALF, + A ALF, (6.16)
— A — Ajbihr, — Aribinhy)

Le produit de plusieurs superchamps chiraux est encore un champ chiral.
Le produit d’'un champ chiral et d’'un champ antichiral est, en terme de la
variable x :

__ _ P -1
®'d; = (Al 4 v200; + 00 F! + 05409, A1 — 060010 ,10; — ~0000 9* Al
() (3 k3 [ i} \/5 12 4 T
c .
\%9995@“% — 00669 aZAj)

= AT A; + V2041 p; +00ATFy — iAT00100, A —

X <Aj + V200 + 00 F; — i00"00, A; —
%09/1}0_5“6#%
- ieeéé ATD2A; + V24,00, + 2(00;)(0:) + V200 F;0ip;
— iV2(04;)(00"0)8, A; — i00(00;) (05" 0,1b;) + 00 A F)
+ V20009, F] + 0000 F!F; —iA;00"00, Al
— iV2(04;) (05700, AT) + (0500, A1) (05700, A;)

(3

V2

et apres simplification :

00,0070, — 100(015) (60" D) — 0000 A;0° AT

O10; = ALA; + V20 Alp; + V20A;0; + 00ATF) + 00 A, F]
+ 0010 (—iA]0,A; — iA;0,A] + iG, ;)

+ 000 <\/§quﬁi + 9, Al — %AI&#@%

V2 V2 )

+ 006 <\/§sz/}j T \%%Aja“z/?i _ \;EAjaua“wi) (6.17)
__ 1 1
WW%—J&W4+MW&HdW4m&

) —~ ) -
+ glﬁjauaﬂwi — §8uwjﬂuwi + FJFj)

comme
(0500, A) (05700, A;) = 11" 0, Al 0, A;
(00:) (05" 0,1p5) = 500 D,jo”

Cette fois-ci, nous remarquons que le produit est un superchamp général (et
méme réel).
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Il reste & traiter la différence!'® d'un champ chiral et de son conjugué (en
terme de z) :

o of — ( A+ V200 + 660 F — i05"00, A — %eaéaf“&tw - 39959 32A)
_ (AT V200 + 00 F' + i60h G0, AT — %59_90“3;#7
- ieeéé 62AT)

qui donne en simplifiant

®— 0 =2iTm A+ 20y — V200 + 600 F — 00 F' — 2i05"00,,(Re A)

+ 00,0~ =

Dot _ 9006 o2
NG ﬁ%@a o 20990 0°(Im A)

(6.18)
qui est un superchamp imaginaire, donc i(® — ®') sera un superchamp réel, de
méme que ® + &,

On remarque que la composante 66, qui est celle associée au vecteur, se
transforme comme une dérivée totale. On peut donc utiliser ce superchamp
pour généraliser les transformations de jauge : c’est ce que nous ferons plus
tard.

6.4 Lagrangien

Dans cette partie nous nous contenterons de décrire le lagrangien de matiere
sans interaction de jauge (qui seront le theme de la prochaine section) : nous
n’utiliserons que des superchamps (anti-)chiraux. Nous utiliserons le formalisme
du superespace, bien qu’il suffise de remplacer I'intégration sur d26 (resp. d26,
d*6) par la sélection du terme F (resp. FT, D).

En étudiant les transformations des champs (anti-)chiraux (resp. vectoriels)
que les composantes F' (resp. D) se transforment comme une dérivée totale et
sont donc de bons candidats pour une densité de lagrangien .

Un lagrangien supersymétrique est constitué de deux parties :

— le potentiel de Kihler K = K (®, ®T) : il s’agit du terme cinétique ;

~ le superpotentiel W = W (®) (et son complexe conjugué Wi = Wf(ah))

qui comporte les termes de masse et les interactions.

L’action s’écrira donc

S=5,+S; = /d4m Ly + /d4x L; (6.19a)
Ly = /d49 K(®,o") (6.19b)
L; = /d20 W(®;) + h.c. (6.19¢)

13. Qui nous sera plus utile que la somme. Pour obtenir cette derniére, il faut échanger les
parties réelles imaginaires ainsi que certains signes.

14. Nous anticipons d’ailleurs sur la prochaine section & propos du superchamp vectoriel.
Toutefois il est nécessaire pour écrire le lagrangien d’un champ chiral.
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6.4.1 Potentiel de Kahler

Le potentiel de Kahler est une fonction générale des champs chiraux ®; et
antichiraux <I>ZT. Toutefois, pour étre renormalisable, on doit choisir le potentiel
de Kéhler

K(®;,0]) = g;; 0], (6.20)

ou les coeflicients g;; sont constants. En général, il est possible de rendre g;;
égale & l'identité en redéfinissant les champs (somme sur i) et on obtient ainsi
le potentiel de Kéahler canonique :

K(®;,®]) = !, (6.21)

La composante D d’un tel potentiel est

TPy = — i(A82AT + AT9?A) + %@LATB"A
; o B (6.22)
+ U0 0 — S0ua" Y + |FJ?

Les termes en A peuvent étre écrits sous la forme d’une dérivée totale et
d’un autre terme :

1 1
—Z(A82AT + AT92A4) = - (8“(A8uAT + A19,A) — 25%@1*5“,4)

—i()"(AauAT + AT9,A) + %8“AT8NA

On aura donc

otd|p = 0" AT9, A + %(waﬂaﬂ;& — O pop) + | F|? o

1
- iaﬂ(Aa,Hzﬂ + AT9,A)

On reconnait le terme cinétique canonique pour un champ scalaire complexe,
la dérivée totale donnant un terme de surface dans 'action. On pourrait aussi
écrire un seul terme avec une dérivée spinorielle :

7/"7“6/#_’ = 3M(7,/10“7,/_}) - 6#”/)0#1/_1

6.4.2 Superpotentiel

Le superpotentiel une fonction holomorphe de ®, puisqu’il ne dépend pas de
son complexe conjugué [24] : en effet, dans le cas contraire il ne s’agirait plus
d’un champ chiral. Cette propriété est tres importante et conduit & de nombreux
théorémes.

Déterminons 'expression générale du superpotentiel [1] en utilisant son déve-
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loppement de Taylor (2.15) :

W (@,(5.0)) = W (@,(5.0)) + 077 (@,(5.0)) + 2002 (0,(1.0))
v (5
WA + 00 gZ)V(Ak)
Lo (L2OW L 008, 0PW
T3 ( 962 a<1> 90 Wa«piacbj( ))
WA + efwzem‘;@ (A1)
+ 99( Ar) + (V24 + 20F;)

x (V24 +29F)8g 5%, (Ak))

en se souvenant que ®(y,0) = A(y), de la relation (2.13) 99(00) = —4, et
en faisant attention a l'ordre des dérivées. Décomposons le calcul du terme
00,00, = 0“®;0,®;. Le terme 0%, vaut :

D°D; = 0°(A; + V2055 + 00 Fy)
= \/E&aﬁwiﬁ — 29aFi = \/i’(/)la — QGQFi

et de méme :
—V2U + 20°F,
Le produit vaut donc
0°®;0,P; = (V2P — 20°F;)(—V 205 + 20°F;)

En notant de maniere raccourcie

oW oW
A = 55, ) (6.24)

on obtient finalement le développement du superpotentiel

oW 1 P*wW
( o4, 2V 5A04, aA> (6.25)

et il s’agit bien d’'un superchamp chiral, dont la derniere composante est

W (®(y.0)) = W(Ay) + ﬁewig

8W 1 32
W(P)|p = F;—— 6.26
Le deuxiéme terme fournit la matrice de masse des fermions :
O*W ;
Mp;i = ——( (A AT 2
b = g (140 (4)') (6:27)
Le superpotentiel le plus général et renormalisable est
1 1
W(@L) =\®; + imijq)i@j + ggijkq)iq)jq)k (628)
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6.4.3 Lagrangien supersymétrique sans interaction de jauge

On obtient ainsi le lagrangien supersymétrique général pour la matiere :

L= /d49 TP+ /d29 W(¢) + h.c. (6.29)
= 0" Ao, A; + %(%0“%1@ — Dubioti;) + F
+ Fig—z + F}% (6.30)
2 21t
- ;ﬁlfi%ai?;j - ;%%%

Les équations d’Euler-Lagrange pour F; et F;r donnent

oW ow't
Fl =— F=—"—"r 31
P T ToA oA (6.31)

En injectant ces expressions dans le lagrangien (et en omettant les divergence
totale), on obtient le lagrangien

L= 9" AJO,As 4 5 ($i0" 0,5 — Duthio” )

6.32)
1 W t (
_ iwi%M +hec —V(4;, A
ou V(A;, AI) est le potentiel scalaire, donné par
oW owt
= (Frp+—Fp 4+ 2 _Ft
V= (F,Fl+aAin+ o F)
.y oWt |ow |’
o - 0A; 0A;
soit
ow |?
gt
V=FF Z ‘aAi (6.33)

On remarque que ce potentiel est toujours positif, ce qui est en accord avec ce
que nous verrons dans la section sur la brisure de supersymétrie.

Comme dans toute théorie des champs, la matrice de masse au carré des
scalaires est donnée par la dérivée seconde du potentiel scalaire :

) 02V 02V

= ——— (A (AT + ——— ((Ar), (4p)! 6.34
S,ij aAiaA}“ k) (A)") aAlTaAj“ k) (Ax)) (6.34)
6.5 Modele de Wess—Zumino
On considere le superpotentiel
W(®) = \d + %@2 + %@3 (6.35)
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L’équation du mouvement pour F' est

ow
Fl = — =X+ m¢+ g¢* (6.36)
¢
En résolvant F't = 0, on peut trouver le minimum du potentiel scalaire :
1
() =3 (m +\/m? — 4)\9) (6.37)
et, la redéfinition du champ
¢ — ¢ —(9) (6.38)
permet d’éliminer le terme en A¢ du potentiel :
W (®) = %@2 + %@3 (6.39)
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7 Théories de jauge supersymétriques

7.1 Superchamp vectoriel
7.1.1 Etude générale

Rappelons l'expression d’un superchamp général (5.12) :

V(z,0,0) = C(z) + 0x(x) + 0 (x) + 00 M(x) + 00 N(z)

_ __ _ __ 5.12
+000A, (z) + 000\ (x) + 000[(z) + 0660 D(x) (5:12)

Pour le superchamp vectoriel on impose la condition de réalité
Vi=v (7.1)

et cela implique que :
— les champs C, A, et D sont réels;
~ N =MT :
— 1p = x et i = X (en formalisme & quatre composantes, cela signifierait que
X et A sont des spineurs de Majorana).
On aura donc

V(z,0,0) = C(z) + 0x(z) + 0x(x) + 00 M(z) + 00 M (x)

~ __ _ __ (7.2)
+00"0A,(z) + 000X(x) + 000X (x) + 0600 D(x)

7.1.2 Généralisation des transformations de jauge

Rappelons que ®T® et i(® — &) sont des superchamps vectoriels. Ainsi

V—V+i(®— o (7.3)

sera encore un superchamp vectoriel :
V4 i(® - o) = (C+9X+0‘>z+eeM+9‘§Mf
+ 00704, + 600X + 000X + 0060D )
+i<2iImA+ V20 — /200 + 00 F — 60 FT

i

V2

1

\/ﬁeeé(}“apw

—2i00"00,,(Re A) + —=0005"0,,1) —
- %999‘9 92 (Im A))
= (C —2Im A) + 0(x +iV2¢) + 0(x — iV2)
+00(M +iF) +00(M" —iFT) + 00"0(A,, + 20, (Re A))
__ 1 _ 1
+ 060 ()\ - ﬁa#auw) + 660 (/\ + \/50“8M¢>
+ 0090 (D +10%(m A))
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En faisant les remplacements
A—s A %0“3#1/; (7.4a)
1
D— D+ 1820 (7.4b)

on rend A\ et D invariant par cette transformation. Finalement, en modifiant
certains facteurs'® de (7.2), on obtient la forme finale du superchamp

V(z,0,0) = C +ifx — ifx + %99 M — %éé Mt + 05104,

+ 0600 ()\ - ;aﬂaﬂx> — 066 <)\ - ;a"a#x) (7.5)

1 1
20000 | D + =8>
+2999< +2ac>

Certains auteurs choisissent de décomposer M en ses parties réelles et imagi-
naires : M — M + iN. Les transformations de supersymétrie s’écrivent alors

e C = i(Ex — €X) (7.6a)
S¢ x = 26M + o"€(A, —i0,C) (7.6b)
S M = €N (7.6¢)
Se Ay = Ao, &+ 0, A+ EDuX + E0uX (7.6d)
Se X = 26D — %M”g Fo, (7.6e)

i _ _
0¢ D = 5((‘%)@% — &0, N) (7.6f)

qui sont plus simples que celles du superchamp général (5.14).
Les variations des champs par (7.3) seront alors

0C=-2ImA (7.7a)
§x = V2 (7.7b)
oM =2F (7.7¢)
dA, =20,(ReA) (7.7d)
dA=0 (7.7¢)
0D =0 (7.71)

La composante A, se transforme comme une dérivée totale : cette transfor-
mation peut donc servir de transformation de jauge généralisée de parametre
A

V—V+i(A-A) (7.3)

15. Plus dans Desprit de suivre les conventions usuelles (pour une fois que presque tous
les auteurs s’accordent presque sur l'une d’elles...) que par réelle simplicité, bien que cela
permette d’enlever les vacteurs i des transformations.
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7.1.3 Jauge de Wess—Zumino

En choisissant les valeurs de Im A, et F, il est possible d’éliminer les com-
posantes C,x et M (jauge de Wess—Zumino) :

_ __ 1 __
Vivz = 00"0A, + 100 O\ — i00 O\ + 59996 D (7.8)

Il restera un parametre, Re A, qui servira pour les transformations de jauge.
Cette jauge n’est évidemment pas supersymétrique.
La seule composante non nulle de V;2,, sera

_ _ 1
itz = 0010400704, = 50000 0" 4, A,

soit

1
Vi, = 50000 A, A" (7.9)

et ainsi
Vivz =0 n>3 (7.10)

7.2 Théorie de jauge abélienne
7.2.1 Force du champ

La jauge de Wess—Zumino permet de mettre en évidence les degrés de liberté
physiques : F),,, (qui apparait dans les transformations), A et D. En comparant
les dimensions de ces champs, on voit qu’ils peuvent correspondre a un super-
champ chiral W, avec un indice spinoriel (la premiére composante sera donc
A)

DW, =0 (7.11)
On définit de méme son conjugué Wy par DWy4 = 0. De plus, le choix le plus

simple de superchamp spinoriel construit a partir de V' est D, V. Ainsi, comme
D3 = 0, le superchamp qui correspond & nos attentes est 16

W, = —iDD D,V (7.12)
et de méme ]
Wy = —;DD D4V (7.13)

Ces champs sont invariants par la transformation (7.3) :
DD D, (A — AT) = DD D,A
= —D*({Dg,Da} A — DaDgsA)
= —2io" D9, A =0
On remarque de plus que l'on a

D®W, = D W% (7.14)

16. Le facteur —1/4 étant choisi pour simplifier la suite.

54



Afin de déterminer les composantes de W, nous allons utiliser les coordon-
nées (y*,0) pour Viyz :

Vivz(y,0) = 05”0 A, (y" + i00"0) — i00 ON(y" + i05"0) + 00 ON(y* + 05" 0)
+ %eeéé D(y" + i60"9)
= 00"0A,(y) + 00”0007 00, A, (y) + 100 OX(y) — 100 O(y)
4 %99@9’ D(y)
soit
Vivz(y,0) = 001GA, (y) + 60 OX(y) — 68 OA(y) + %aaéé (D(y) + 0, A" (y)

(7.15)
La dérivée covariante de ce champ est

DaVWZ = (8a - Qioﬂadédau)
_ __ __ 1
X (90”914,, + 00 OX — 00 OX + 0960 (D+ i(’),,A”))
= ot 0% A, + 2i0,0)\ — 00X, + 0,00(D + i0, A")
— 2ic" ,0%05"0 0, A, + 20" 0000 0, \
=0t 0% A, + 2i0,0)\ — 00, + 0,00D + 0,00 19, A,
1-- __ —.
—2i (—299(0%”)&395) O, A, + 200 (—;%o—’gd) Du\”
=0t 0%A, + 2i0,0\ — 00\, + 0,00D
+i00(ct 5" + )05 0, A, — 0000 "0,
=" O0YA, + 2i0,0) — 100\, + 0,00D
+2i000" P05 8, A, — 0000 "9\
En antisymétrisant 8,4, en F,, = d,A, — 0, A,, on trouve

DoVivz = 0%, 0% Ay + 2i0a0) — i00Xq + 00 (5D +ic"” P F,,) 05

__ _. (7.16)
— 6000 o, 0,\*
Finalement, en notant que DD 60 = —4, on obtient
Wo = —ida + (08D +ic"” P F,,) 05 — 00 0", 0, \* (7.17)

Il s’agit bien d’un superchamp chiral construit sur la composante A\. On donne
le nom de jaugino a ce dernier champ : il s’agit du superpartenaire associé au
champ de jauge A,. On note que ce champ appartient forcément & la représen-
tation adjointe, puisqu’il se trouve dans la méme représentation que A, : c’est
une des raisons pour lesquelles on peut affirmer n’avoir découvert aucun jaugino
(par exemple les neutrinos ont été vus comme de potentiels candidats), puisque
nous ne connaissons aucun fermion de Majorana dans ’adjoint.

Le seul invariant qu’il est possible de construire, et qui pourrait étre candidat
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pour un terme cinétique, est
WOW, = (=iA® + 0% D +ie™ 0910, Fy, — <2700 o# 3, 0,17

(=ida + 0o D +ic" PO5F,, — 00 " . 0,\%)

= —A\ — 260D + )\“U“”aﬁe/gFW + 00\ a" 0, Y + 00 D?
+e 0 0, Fuydha — e 370, F,,07° 05 F o
+i00*P o5 0,2 Ao

=M\ + (—2¢AD + 2Xc"F,,)0

X

- 1
+ 06 (22)\0’“(9“)\ - 5 tr(G’MVO'pU)Fp‘quU + D2)

A\ + (=2iAD + 25" F,,,)0

_ 1 i -
+00 (ma“aHA — 5Eu "+ %FWF‘“’ + D2>

car on a
5a6‘7wﬂ79’y‘7p0a595 = %Hﬁeﬁgeaﬂa“l’ﬁ'yop"aé
= 1990“""‘50’”&5 = %99 tr(a" a7
= %99(77””77”” — PPyHT — kP
ainsi que

1
5 (0 TPV Eyy Fyg = (P17 — P — i 0% Fy

— o =

-7 (Fuw P = Fyuy ¥ = 20F,, F™)

1 i ~
= §FWFW — §F,“,F‘“’
ou Frv = 1/2eMPoF,,.

Finalement, on a

1 i ~
/ oW W, = 2iAa” I\ — S Fu "+ %FWF’“’ + D? (7.18)

On remarque que ce produit contient les termes cinétiques pour Fj,,, A et D
(tous réels), ainsi que le terme d’instantons FF (imaginaire). Ce dernier terme
ne sera donc pas présent dans le lagrangien puisque 1’on ne conserve que la
partie réelle. Dans tous les cas, il s’agit d’une dérivée totale 7.

On pourra donc utiliser comme terme cinétique pour le superchamp de
jauge :

1 1 : - 1
Ly = 7/d20 WoWo + e, = =2 B ™ + %()\0“8#)\ ~ 9uA0"A) + 5 D?

1
(7.19)

17. Nous verrons dans la section sur les théories de Yang—Mills qu’il est possible d’introduire
une constante de couplage complexe afin de conserver ce terme. Cela peut-étre utile quand
I'on étudie les défauts topologiques.
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7.2.2 Couplage avec de la matiére : transformation globale

On considére tout d’abord une transformation de jauge U(1) globale [30] :

{cbg — @ = eith, (7.20)

o) — O] = e7tA D]

ol ty est la charge du superchamp A le parameétre (constant) de la transformation
(tous réels). Il n’y a pas de somme sur les indices.
Comme A est réel, le terme cinétique

K(®;,®!) = ol o, (6.21)
est évidemment invariant :
DD, — Bl e iteh eiter g, — B,
Etudions maintenant la transformation du superpotentiel
1 1
W(®;) = \®; + §mij(pi¢)j + ggijkfbi@j(bk (6.28)

— Terme linéaire : il est évident, d’apteés la transformation (7.20) que ce
terme ne sera pas invariant, a moins ¢; = 0 ou que \; =0 :

t; =0
/\i =0 si ti 7’5 0
— Terme quadratique :
mijq)i(I)j — Myj ei(ti+tj)Aq)i(I)j
L’invariance de ce terme impose donc les conditions :
ti+t; =0
Mm@ =m0 = { ol : (7.22)
mijzo s1t,-+tj7€0
— Terme trilinéaire :
Gijr®i®;®p — gijp, e CHITOND D,y
L’invariance de ce terme impose donc les conditions :
ti+t;+tp=0
9ijk P[0 = giju®i 0P = ¢ .
9ijr =0 51ti+tj+tk7£0
(7.23)

7.2.3 Couplage avec de la matiére : transformation locale

On étudie maintenant une transformation de jauge locale de parameétre A =

A(z,6,0) :

{(I)g N q)% _ eitgA(z,O,é)(I)é (7 24)

(I)z N q)y _ efitgAT(z,O,é)(I)z
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A doit lui-méme étre un superchamp chiral, sans quoi ®}, n’en serait plus un :

Do®) = ¢td D, d, +D, ( emA) Y
=0
= itg(DaA) 2D, #£ 0

a moins que A ne soit chiral :
D,A=0 (7.25)

De méme, A sera antichiral : -
DyAT =0 (7.26)

Ce qui a été dit quant a I'invariance du superpotentiel dans la section précé-
dente ne change pas. Par contre, le terme cinétique (6.21) n’est plus invariant :

oid, — @ A,

Or nous avons vu dans I’étude du superchamp vectoriel que la somme i(A — AT)
est une généralisation des transformations de jauge :

V —V 4i(® — o) (7.3)

En introduisant un superchamp vectoriel, on peut alors former un terme ciné-
tique invariant :
Ly, =) eV, (7.27)

sous la condition que V se transforme comme (7.3) sous la transformation (7.24).
Nous donnerons une autre expression de ce terme dans la prochaine section, qui
traite des théories de jauge non abéliennes.

Finalement, notons que la composante D du superchamp vectoriel est a la
fois invariante de jauge (7.7) et par supersymétrie (7.6). Il est donc possible de
lajouter au lagrangien (terme de Fayet—Iliopoulos) :

Lrr = /d40 &V =¢D (7.28)

Ce terme joue un role important dans la brisure de supersymeétrie.

7.3 Théorie de Yang—Mills supersymétrique
7.3.1 Transformation de jauge non abélienne

Nous nous intéressons & un groupe G dont les générateurs sont notés T (qui
sont des matrices hermitiques), associés aux parameétres A® (a = 1,...,dim G).
On définit

A= AT (7.29)

ou les indices a sont sommés. En notant les indices de matrice, on a

A] = A7) (7.30)
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Nous considérons d’emblée des transformations locales et n’écriront pas la
dépendance des parametres; les A% sont donc des superchamps chiraux. Les
champs se transforment comme

®— @' = NP = P
Of — @'F = @t e — gt o= (7:31)
soit
g ® = iATD (7.32)

Il est & tout moment possible de réintroduire la constante de couplage du
groupe de jauge en faisant le remplacement V' — ¢gV. En introduisant les indices
des champs, la transformation précédente s’écrit

B, — ¥ = () 3, (7.33)

Ces indices seront omis dans la suite, mais il faudra prendre garde a 1'ordre des
termes.
Tout ce que nous pouvons écrire, est que le terme cinétique (6.21) se trans-
forme comme
<I>Z eV, — @Z e i 672V girg, (7.34)

car V et A ne commutent pas et il faudrait utiliser la formule de Hausdorff
(A.2) [26]. Pour que ce terme soit invariant, il faut que V' se transforme comme

02V A g2V omiA (7.35)
Au premier ordre, cette transformation reproduit celle du cas abélien (7.3) :

AT —i —
5V:ez/\ e 2Ve zA_e 2V

~ (1+4iAT)(1 —2V)(1 —iA) — (1 —2V)
=i(AT = A)

Le superpotentiel est en général un terme du type a;,...;, @i, - - - ®;,, . Ce terme
sera invariant si le produit tensoriel de n fois la représentation contient ’identité
et si a est un tenseur invariant du groupe [1]. Par exemple, si G = SU(3) et qu’il
s’agit de la représentation fondamentale, on a bien id C 3 x 3 x 3, et le tenseur
invariant associé est €;;;. On a aussi id C 3 x 3. Nous reviendrons la-dessus en

traint ’exemple de la QCD supersymétrique (section 7.4.2).
L’invariance du superpotentiel par une transformation de jauge donne

W 5 i — —iF] (A"),T°®7 =0

29 W = Ggi O

ou on a utilisé la variation de ®;. On a donc la relation

a S P 2 al AV i
Oy W =—iF/(T")";®’ =0 Va (7.36)
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7.3.2 Force du champ

Par analogie avec le superchamp (7.12), on définit le tenseur de force par

w’::—iDD<§VDae*V) (7.37a)
ﬁ@::iDD(e”VDdﬁv) (7.37b)
Montrons que W, se transforme bien dans I’adjoint du groupe :
W = 7%51—)(61'/\ o2V efiATDa(eiAT o2V efm))
_ _iDD<eiA o2V o—iAf (Du(e“ﬁ) 02V o—if | eiAiDa(ef2V) o—iA
NI

=0
T oiAT e—2VDa(e—iA))>
Las( - —i i —i
4DD(eAeQVDOL( 2V) A 4 eADa(e A))
_ _i oih DD(QQVDa e—2v> a—iA

Il est possible de sortir les termes e des dérivées D. Le dernier terme a la
pénultiéme ligne est nul pour les mémes raisons que dans le cas abélien :
DD Dy e = —D%({Dys,Da} e — DoDg e )
= —2io" D, e " =0

On trouve donc

(Wa — i, e ] (7.38)

Il est alors possible d’obtenir son expression dans la jauge de Wess—Zu-
mino (7.8), en notant que V2DV ~ V3 =0 :

1__
w@::—ZDD(&VDae4V>

1__
:—ZDD@1+2V+2V%D41—2V+2V%)

1_ __
— —DD(-2D,V) ZDD(ﬂ)VQ 4VD,V)
1 1.
= —;DD(-2D,V) ZDD(QVDV+2D V)V —4VD,V)
1. 1.
— _2DD(-2D,V) — ~DD(2(D.V)V — 2VD
N e
soit, apres simplification :
1__ 1__
Wo = =7DDDa(~2V) + DD 2V, Da (2V)] (7.39)

Si 'on souhaite introduire la constante de couplage, on aura W, — gW, (il
restera un g associé au second membre, qui se retrouvera dans les commutateurs
plus bas).
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Le premier terme est identique au cas abélien (7.17) en faisant le remplace-
ment V — =2V :

1-_ _.
=4 DDD.V = —id, + (62D + io* P (0, A, — 0, AL)) 05 — 00 o 0N

Nous allons calculer le second terme, en utilisant les expressions (7.8) et (7.16)
(tous les champs dépendent de y) :

[V,D,V] = |00"0A, +i00 OX —i00 O\ + %eaéé D,c", 0%A,
+2i0a0X — i00Xo + 00 (65D +ic" P F,.,) 05 — 0000 o, 0, N
=00"00" 0% [A,, A)] + 2000700, [A,, ON] + 000" 0% [OX, A,,]
_ %éé(a%ﬂ)aﬁaﬁ (A, A] + %99@9’ o o [A A9
- %eeééa”m A%, 4,
soit finalement, en introduisant o¥* = 1/4(c”a* — ota") :
[V.DaV] = 00(0"") P05 [An, AL +i0000 0" [Au, N (7.40)
En utilisant le fait que DDA = —4, on obtient enfin :
SDDIV.DLV] = 2(0), 0 (A, A] — 560 0"y [4, 3] (141)
En combinant les deux termes, on obtient

Wo = 2idg — 2 (05D +io" P (9, A, — 0,A,)) 05 + 200 0", O\
+2(0"), 05 (A, A) — 2100 0" [A,, XY

En définissant le tenseur de champ de jauge et la dérivée covariante (pour
un champ dans ladjoint) par

Fu = 0,A, —0,A, —i[A,, A (7.42a)
D,=0,—1[A,"] (7.42b)
on obtient I'expression
Wy = 2i\q — 2 (05D +ic" P F,,) 05 + 200 0", . D, A (7.43)
Pour introduire la constante de couplage, il faut faire le remplacement [-,-] —

Finalement, on peut obtenir un terme invariant en contractant les indices
spinoriels et en prenant la trace. On retombera directement sur ’expression
abélienne (7.18), ot 'on aura fait les remplacements (7.42) et multiplié tout par
4

/ d20tr(WoW,) = tr <8i)\0’“DM§\ — 2F,, F" 4 2iF,, FM 4 4D2) (7.44)
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On peut donc écrire le lagrangien, ou 'on réintroduit la constante de cou-
plage g :

1

_ 2
,Cg = @ d 9 tI‘(WaWa) + h.C.
1 ; B B 1 (7.45)
=tr (—4FWF‘“’ + g(Aa“D#)\ —DpAd?X) + 2D2)
On peut aussi considérer une constante de couplage complexe [1, 26]
10 1

ol O est l'angle du vide, et on obtient alors le lagrangien suivant :

L, = 17—6 420 tr(W°W,) + h.c.
1 9?0

S = o
r( rall 1672

' - 1
F F" + %(AU“DW\ — D, A" X)) + 2D2>
(7.47)

7.3.3 Couplage avec la matiére

11 est possible d’évaluer (7.27) dans la jauge de Wess—Zumino (7.8) ; en effet,
comme Vi},,, = 0 pour n > 3, on peut développer I’expontentielle :

eV =1-2V+2V2 (7.48)
et le lagrangien (7.27) devient
Ly, =®)d, —20]VD, + 2 B V2, (7.49)

Le premier terme est le potentiel de Kahler canonique (6.21). Evaluons le second
terme, en ne gardant que les termes en 6060 :

OV, = (AT + V200 + 00 F' + 0509, AT — %éé@o‘“@ﬂz - ieeéé a2AT>
‘ (Ga“eAu +i06 6 — i6 6 + L0960 D>
x (A + V200 + 00 F — 00100, A — %999&”3#1# - %oeéé 82A>
— 0096 (Af(eauéAH)(—anéauA) + AT(—i60 92200
+ Af (;9999 D) A +V200(i06 OX) A
+ 0000, AT (6004,)A) + -

__ (3 7 __
= 0906<2(8#AT A A — ATAL0,A) + ﬁuﬁw —PAA)

+ %iamuw + ;ATDA> 4o
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Le dernier terme peut s’écrire
_ 1 - L
1/}04 A;ﬂb = 5("/}0HAM¢ — ot Au"/})
d’ou
IV, = (0,7 AuA— ATA,0,4) + %(ATW — JAA)
, h (7.50)
+ 4 (W Ay — Yo A) + S ATDA
L’équation (7.9) nous donne immédiatement le terme en V2 :
t2 Looaa At A Ax
V>0, = 0000 A4, AMA (7.51)

Le lagrangien d’interaction matiére—jauge sera donc (a des 4-divergence pres)

Ly, =0"AT9,A+ %(wmﬂ — 90" + |FI?
— (0, AT A, A — ATA,0,A) — iV2(AT Mp — PAA)
- %(1/;6“A#¢ — ot Ap) + ATA, AP A + ATDA
En introduisant la dérivée covariante
D, =d, —iA, (7.52)

I'expression ci-dessus devient finalement

Ly = (D"A)'D, A+ é(wa“Dm — Do) + |F|?
—iV2(ATAp — pAA) + ATDA

(7.53)

7.3.4 Lagrangien de Yang—Mills

Le lagrangien rassemblant le terme cinétique des champs de jauge (7.45),
le terme de Fayet—Iliopoulos (7.28), l'interaction des champs de jauge avec la
matiére (7.53) et le superpotentiel (6.25) est

1
 16g2

+ /d29 W(®) + h.c.

L

/ d?0 trWeW, +g / d*e eAvA + / d*9 dTe 29V®d  (7.54a)

=tr <£11FIWF“V + %(/\O'HDILS\ - D“Ag“;\) + ;Dz) +¢4D4

) i . . 7.54b

(D4 4)1D, A+ LD, D) + T (o
—igV2(AT A — PAA) + gATDA + W (®) + h.c.

Le terme de Fayet—Iliopoulos n’est autorisé que si le groupe est abélien : en effet,
un terme du type £D ou D est dans ’adjoint n’est pas invariant de jauge si le
groupe est non abélien. Ainsi, &4 = 0 si le groupe n’est pas U(1).
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En introduisant les indices de la représentation adjointe, on obtient :

1 i - - 1
L= FFi, + 50" DuX" = Dud"0”Aq) + 5 Da D + g4 DA
+ (D"A)'D, A + %(w(THDMQZ —D,pot)) + FIF
—igV2\ AT T, ) — AT, A) + gD AT, A
OW i OWT w1, OPWT
Fi—_ 4 Ff : gl ————
T Y G oaom ~ 2¥Y garigar

Les équations du mouvement pour les champs auxiliaires sont

(7.55)

1,
_iww]

D = —gATT A — g¢° (7.56a)

owt oW

ey f= (7.56b)

P =

En remplacant ces équations dans le lagrangien, on obtient

1 v na i ya a 3\
L= FiYFj, + 5 (Aa0"DA" = DA A,)
+ (D"4)'D, A + £ (10"D, ¥ — D, y)
- ig\/i()\aATTa'l/) - ;\a&TaA)
*wW oPwt

1- -,
= T
DAIQAI VY DAT HAT V(4,49

(7.57)

T,
_§¢¢J

ou le potentiel scalaire V est donné par '8

2 2
g a a
+5 D (AT A+ ¢0)? (7.58)

;1 oW
‘/—FTFl —l) l)a’: _—
B ZZ, ‘aAi

a

Dans le cas ou l'on considere que la matiere est dans la représentation ad-
jointe, on peut écrire tout le lagrangien sous forme d’une trace. Les termes
d’interactions jauge—matiere se récrivent :

A AT ) = NgAJ(T*)P e = —i f**Na Al
= —i e (TOTHY N, Alepe
= N Ao tr(T [T, T°))
=—tr A [AT,¥] = tr A [y, AT
ot on a utilisé les relations
(T = —if*  (T°T") =6 (7.59)
soit finalement
A ATT 4 = tr X [1h, AT] = tr AT[\, 9] = trop [AT, )] (7.60)

en utilisant la cyclicité de la trace.

18. Le calcul est identique a celui de la section sur le le lagrangien sans interaction de jauge
6.4.3; il suffit de rajouter le terme en D? & I’équation (6.33).
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7.4 Exemples
7.4.1 Electrodynamique supersymétrique (SQED)

On considére deux superchamps @ de charges respectives +e. On choisit le
potentiel de Kéhler canonique

K= e2Vo, + o ¥Ve_ (7.61)
Il est possible d’écrire un terme de masse invariant :
W =md & =m(dsF_ + o Fy —pyop) (7.62)
Les équations du mouvement pour les champs auxiliaires (7.56) donnent

ow

Fl=—"+=-m 7.63a
L= 5oy = —mos (7.630)
D=—c(¢l ¢y — 0 ¢.) (7.63b)
Il est possible d’avoir a la fois
FL=D=0 (7.64)

donc il existe un vide ou la supersymétrie n’est pas brisée, et pour lequel

(p£) =0 (7.65)

Dans ce cas, la symétrie de jauge n’est pas non plus brisée.
Les termes d’interactions des fermions valent

W
96+ 0¢_

Le lagrangien total est, apres remplacement :

m (7.66)

Lz—%FWﬂw+MM@A+ﬂwmﬁQ@+
+ (D*¢_)'Dub- + iy oDy + i oD,
—ieV2APLMs — b hiby) +iev2(sL Ao — o)
— s ) = V(6s,6L)

(7.67)

avec
2
V= FLF, + FLR 4 20 =m?(6lo, +6l0)+ S (610, —olo ) (1.68)

7.4.2 Chromodynamique supersymétrique (SQCD)

Ce modele s’inspire de larticle de Bilal [1].

Le groupe concerné est SU(N.) : il existe alors N2 — 1 gluons Al (a =
1,...,N2 — 1) et autant de gluinos A%, tous dans la représentation adjointe.
Pour les quarks gauches, il faut ajouter un triplet de superchamps chiraux

QY = ¢, + V200! + 00F; (7.69)
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se transformant dans la fondamentale N, ou i = 1,..., N, est le nombre de
couleurs et ou L = 1,..., Ny est le nombre de saveurs. A cela on ajoute un
autre triplet dans I’antifondamentale N,

Qri=qri+ V2001, + 00F (7.70)

pour les antiquarks gauche.

Le lagrangien décrivant ce modele est celui décrit dans la section précédente
(7.54) avec W = 0 et €4 = 0 comme SU(3) ne contient pas de facteur abélien.
Il existe une symétrie globale SU(Ny)r, x SU(Ny)gr comme le lagrangien est
diagonal pour indices de saveurs, a la fois pour @, et @ - Le lagrangien possede
deux autres symétries U(1) :

U(L)p {Q e U(1)4 : {Q e (7.71)

Q — e@Q Q — Q)

Notons que la seconde symétrie est brisée par une anomalie quantique. Finale-
ment, le lagrangien posseéde une symétrie U(1)g (voir section 8.1) 9. Au niveau
classique, la symétrie totale est donc SU(N)r x SUN;)r x U(1)p x U(1)4 X
U(1)g. o

Comme id C N, x N, on peut ajouter un terme de masse

W(Q.Q) = minQLQu. (7.72)

20 .

Toutefois, grace aux symétries présentées auparavant, il est possible de diago-
naliser ce terme (en sélectionnant les états propres de masse) :

W@ Q) =Y mrQiQLi (7.73)
L

Le lagrangien sera (en supprimant les indices)
1 0 5
L=~ FLUE, — S LU E, — DA 0" A,
+ (DNQ)TDMQ + (DM‘DTDMEIV_ iDM/’UW/; - iD;ﬂZUM{/;
—igV2(q" A — $Xq) — igV2A(qT A — PAD)

- %ZmL <¢L7ZL + '(/_)LZL) ~Vig,q" 47"
L

(7.74)

et
2
t ) = 2 (ot ita g tpag 4 gTog)?
V(g,qd",9,q") = EL m3 (qLQL‘f‘qLQL)‘F? Ea l¢'Tq + qT*q] (7.75)

Les propriétés plus avancées de ce modele (dualité, brisure de supersymétrie,
condensation de jauginos. ..) sont décrits dans [9, 24].

19. Le R employé ici n’a rien & voir avec celui de SU(Ny)g.
20. On pourrait aussi considérer un terme du type aLMNEiijZLQ?WQ’]“V, en prenant SU(3)
comme exemple. Toutefois un tel membre violerait la conservation du nombre baryonique.
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8 Brisure de supersymeétrie

8.1 Symétrie R

Bien que la symétrie R soit une composante générale de la théorie, c’est
dans le contexte de la brisure de supersymétrie que ce concept prend toute son
importance. On parle de symétrie R pour tout groupe de symétrie agissant sur
les générateurs de supersymétrie Q et Q. Cette symétrie a plusieurs utilités,
que ce soit pour éliminer les termes qui violent la conservations des nombres
baryoniques et leptoniques (voir section 9) ou encore pour permettre d’avoir
des groupes de jauge non abéliens dans le cas de la supergravité.

Dans le cas de la supersymétrie N = 1, le groupe est abélien et agit comme

a — ein e}
U)g: Q _ig, (8.1)
Qo — ¢ "Qq
Infinitésimalement, on obtient les commutateurs
[Qa, R = —nQa [Qas R] = nQa (82)

ol R est le générateur du groupe U(1)r et n la charge associée. Notons qu’il
commute avec les générateurs de 1'algebre de Poincaré, comme il se doit :

[P,LMR} = [J,U.l/?R] =0 (83)

A la place des commutateurs (8.2), il est souvent choisi d’emblée de prendre
n=-—1:

[QaaR] = Qa [Qéu R] = _Qo’z (84)

La transformation R agit aussi sur les champs des supermultiplets : comme la
symétrie R ne commute pas avec les générateurs de supersymétrie, on s’attend
a ce que les champs aient des charges différentes (contrairement aux cas des
groupes de jauge). Toutefois les charges ne sont pas indépendantes.

Comme exemple, prenons un supermultiplet chiral {4,1, F'}, et soit gn la
charge de ce champ :

A — e'""A = [A, R] = —qnA (8.5)
Pour déterminer la charge de v, on utilise I'identité de Jacobi :

[4,Qal, Rl = [[A, R], Qa] + [4, [Qa, R]]
[V, B] = —nq[A, Qo] — 1[4, Q]
= —nqhe — NPq

soit
Yo, R = —n(q + 1)¢ha (8.6)

Un calcul exactement similaire pour ¥ donne alors
[F,R] = —n(q+2)F (8.7)
En reprenant lexpression des générateurs (5.4), par exemple

Qo = i(0y +ic",40%0,)
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on voit que si Q est chargé, alors 6 aussi, et donc 6 :
0 — e M9 0 — e'"f (8.8)

Ainsi, dans un superchamp, les charges des champs supérieurs sont compen-
sées par celles des 6, et alors la charge du superchamp correspond a celle de sa
premiére composante :

O(z,0,0) — " 1"®(x, e, 0 (8.9)

Le terme cinétique canonique (6.21) est automatiquement invariant.
L’invariance du lagrangien

L;= /d29 W(®) + h.c. (6.19¢)
requiert que le superpotentiel subisse la transformation
W(®) — "W (e'1"®) (8.10)

De méme, I'invariance du lagrangien de jauge

_ 2 e’
T /d 0 tr(WeW,) + h.c. (7.45)

impose que les charges de W, et Wy soient 1 et —1 :
Wy — "W, (8.11)

Ainsi, le jaugino A est chargé et un terme de masse de Majorana mA\ est donc
interdit.
La variation d’un champ est donnée par

Sp¢=i(ng+00—00)¢ (8.12)

Finalement, ¢ est lié & la dimension canonique (ou conforme) des champs,
en effet, il existe un lien entre les commutateurs [A, D] et [A, R], o D est le
générateur des transformations conformes. En général, on a

D= gR (8.13)

8.2 Généralités

On considére un vide |0) et nous noterons (-) les valeurs des champs sur ce
dernier. Soit un groupe G d’élément g; et de générateurs 7. Alors le vide est
invariant par ce groupe si

Vi ¢;|0)=10) =Va T%|0)=0 (8.14)
Cela est équivalent a écrire

(@) — (9) = Va [(¢),T] =([¢,T"]) =0 (8.15)

ou ¢ est un champ quelconque.
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En appliquant ces formules & 1’algébre de Poincaré [25], on obtient

[<¢> 7Pu] = iau <¢> =0
[<¢> ) J/w] = i(m#au - xuaﬂ) (o) + Y <¢> =0

ou X, est la partie de spin des générateurs de Lorentz. On en déduit que

{<¢> =0  si¥,, #0

Ou () =0 sinon (8.16)

La valeur moyenne des champs doit donc étre soit nulle, soit constante. Comme
on a Y = 0 seulement pour les champs scalaires, on en déduit que, sur le vide,
on a
Ou{e) =0 (Vo) =0 (A,) =0 (8.17)

ou ¢,1 et A sont respectivement des champs scalaire, spinoriel et vectoriel.
L’équation (8.15) nous dit de plus que, 8’il s’agit d’un groupe de jauge et que le
champ est chargé, alors il y a brisure de symétrie si (¢) n’est pas nulle.

Ainsi, du lagrangien de Yang-Mills total (7.57), seul survit le potentiel
scalaire :

ow |?
OA;

.1
_pptpi . a _
V=FF —|—2DaD —%’

2
g trpa a\2
+5 EG(ATA-FE)ZO (7.58)

et on rappelle ’expression des champs auxiliaires pour mémoire :

D% = —gATT*A — g¢° (7.56a)
i
Pl ol

P = =

Toar T Tom

(7.56D)

Remarquons encore que le potentiel scalaire est toujours positif ou nul, et
nous allons montrer que ceci est en accord avec les résultats obtenus dans la
section sur la structure de 'algebre de super-Poincaré 3.3. Les relations de com-
mutation entre @Q et Q est

{Qm QB} =20" P, (3.14)
Prenant la trace de cette équation, on obtient :

> {Qa Qo) =2tr0"P, =241 0°E = 4E

et le fait que l'espace de Hilbert soit muni d’une métrique positive (3.11) im-

plique
01{Q,Q1}10) = Q" [0)]* +1Q0)]> > 0 (8.19)

on trouve que I’énergie d’'un systéme supersymétrique est forcément positive ou

nulle :
(8.20)

Nous voyons aussi que si ’énergie est strictement positive, alors 'un des généra-
teurs n’annihile pas le vide et la supersymétrie se retrouve brisée :

E#0= Qu|0) #0 (8.21)
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E
(¢) (9)

(a) E = 0 et (¢) = 0 : la symétrie de (b) E # 0et (¢) = 0: la symétrie de jauge
jauge et la supersymétrie sont intactes. est intacte, la supersymétrie est brisée.

NAS

(¢) E = 0 et (¢) # 0 : la symétrie de (d) E # 0 et (¢) # 0 : la symétrie de
jauge est brisée, mais la supersymétrie est  jauge et la supersymétrie sont brisées.
intacte.

E

E

Nl e

(e) E <0 : il ne peut s’agit d’une théorie
supersymétrique.

FIGURE 3 — Cas possibles pour les brisures de supersymétrie et de symétrie de
jauge.
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Il est alors possible de distinguer quatre types de cas en fonction de la valeur
de I’énergie et des valeurs sur le vide des champs (figure 3).

Le potentiel scalaire (6.33) est nul & condition que tous les D et F le soient,
puisqu’il est quadratique dans ces derniers. Comme 1’énergie est forcément pos-
itive, il s’agit forcément d’un minimum. Ainsi, afin d’obtenir les vides super-
symétriques (ou « vrais » vides), il faut résoudre les équations

D= —gATTA—gt* =0 Va (8.22a)
T

F, = _awi =0 Vi (8.22b)
OAT

Si au moins un D ou un F' n’est pas nul, alors la supersymétrie est brisée.
Une maniere de le voir est d’étudier les lois de transformations des fermions
pour les superchamps chiral (4.16)

0¢ (A) = V2t (¥) =0
0 () = V2 (F) —iV20€0, (A) = V2 (F)
0 (F) = iv/20, () € = 0
et vectoriel (7.6) :
O¢ {Au) = (N 0, £ + €0y, (A) =0
B¢ (A) = 2 (D) = 50*"€ {Fy) = 26 (D)

i _ -
de (D) = 5(8;» (A) o€ = £at0), <)‘>) =0
ou on a utilisé (8.17). On déduit que si les variations des fermions sont nulles,

alors les champs F' et D le sont aussi :

de (i) =0=F; =0 (8.23)
6e (M) =0=D"=0 '

Savoir si le systeme d’équations (8.22) dépend du nombre de champs : les
termes F* fournissent N équations pour N inconnues A;, tandis que les termes
D¢ fournissent dim G équations. Généralement, si les équations F admettent
une solution, alors les équations pour D sont automatiquement satisfaites dans
le cas ou &% = 0 [30].

Si la théorie ne possede pas de vide supersymétrique, ou bien si ’on souhaite
obtenir tous les vides (« vrais » et « faux »), il faut minimiser le potentiel (7.58) :

oV

g =0 Vi (8.24)

Il existe deux types de vide :

— métastable : il existe quelque part un vide d’énergie inférieure ;

— stable : le vide est & un minimum global de ’énergie.

Un vide est dit dégénéré s’il appartient a un ensemble de vides de méme
énergie et formant une sous-variété dans 'espace des champs [19]. D’aprés le
théoreme de Goldstone, un vide brisant la symétrie R est forcément dégénéré.

Nous excluons tout potentiel qui s’annule & l'infini.

Il arrive souvent que les dégénérescences soit levées par des corrections ra-
diatives [9].
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8.3 Théoreme de Goldstone et goldstino

Le théoreme de Goldstone, bien connu en théorie des champs, énonce le fait
qu’a toute symétrie brisée est associée une particule de masse nulle, le boson
de Goldstone (de spin nul). Ce théoréme est encore valable en supersymétrie,
mais dans ce cas la particule de masse nulle est un fermion de spin 1/2 : le
goldstino [1].

Développons la dérivée du potentiel scalaire (8.24) :

v o [owtow g2 Foravi ko ea)
8Ai_8Ai<aA;8Aﬂ’+2Za:<AJ(T)’“A +¢)

oWt aw 2 At rayd Trpayi Ak a
ZEWJFQ Aj(T)i(Aj(T)kA Jrf)
J

et ainsi 5y W
Y i L aDeAt (T =0 8.25
04, oA TP AT (8.25)
Ceci, combiné a l'invariance de jauge du superpotentiel
gF (1)}, A7 =0 (7.36)
permet d’écrire le systéeme d’équations
FJ
M <Da) =0 (8.26)
ou oW
g At (aNT
M= oAgAT 94;(T°)s (8.27)
—gA (T?)"; 0

Il s’aveére que cette matrice est exactement la matrice de masse des fermions.
Diagonalisons cette matrice :

ow T payg
det(M —mid) = |gaiga " 9GS g
_gAi(Ta)zj -m

ow i a

o (aAiaAJ - m> F) — g? AT AT = 0

ow 2 AT (pak AT bV i

m(”amam)—gAk(T)iAz(T)jF]—O
=0

Le dernier terme est nul d’apres ’équation (7.36). On obtient donc

ow

et il existe donc un mode de masse nulle. D’apres (8.26), ( Da est le vecteur

propre associé a la valeur propre 0, qui n’est pas trivial dés qu’au moins un
champ auxiliaire acquiert une valeur moyenne dans le vide.

Lorsque la supersymétrie locale, le goldstino est "mangé" par le gravitino qui
devient massif et possede alors des états d’hélicité +1/2 [26].

Dans son article [13], Shih montre que, méme si la supersymétrie est brisée,
un boson de masse nulle se trouve dans le méme supermultiplet que le goldstino.
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8.4 Lien entre symétrie R et brisure de supersymétrie

Les différentes sous-sections qui suivent reposent fortement sur les articles
de Seiberg et de ses collaborateurs [9, 15].

8.4.1 Généralités

Seiberg et ses collaborateurs ont montré ont montré deux théorémes tres
intéressants concernant le lien entre la symétrie R et la supersymétrie, sous
plusieurs hypotheéses [15] :

— généricité : le lagrangien est le plus général possible en respectant les
conditions du probléme, et aucun des parametres libres n’a été fixée « a
la main » ;

— calculabilité : la théorie a basse énergie est décrite par un modele de
Wess—Zumino (donc sans champ de jauge).

Le superpotentiel sera donc celui d’une théorie effective, mais nous noterons
W = Weyy.

Théoréme 1 (Seiberg—Nelson). L’existence d’une symétrie R est une condition
nécessaire pour briser la supersymétrie.

Théoréme 2. L’existence d’une symétrie R spontanément brisée est une con-
dition suffisante pour briser la supersymétrie.

Ces deux théorémes posent de séveéres contraintes sur les théories 2!. En effet,
la brisure spontanée de la symétrie R s’accompagne d’un boson de Goldstone
(appelé axion R), qui n’existe pas dans le spectre expérimental. D’un autre c¢oté,
un terme de masse pour les jauginos et une constante permettant de rendre
compte de la valeur de la constante cosmologique [10] brisent explicitement la
symétrie R. Il existe donc un conflit entre la volonté de donner une masse aux
jauginos et a ’axion R, tout en conservant un vide supersymétrique. Notons de
plus qu’une théorie consistante couplée a la gravité ne peut posséder de symétrie
globale continue (mais elle peut avoir des symétries discréetes [15]).

La solution, qui sera abordée dans la prochaine section, est d’utiliser une
symétrie R approximativement brisée afin d’obtenir un vide métastable.

Le modele de Wess—Zumino sera la base de la discussion qui suit, pour trois
raisons :

1. il est simple & manipuler;

2. il peut servir de secteur caché (cf la section sur les autres méthodes de
brisure de supersymétrie) ;

3. les théories de chromodynamique quantique supersymétrique ’admette
comme théorie effective & basse énergie (si la supersymétrie est brisée a
une échelle d’énergie bien inférieure a celle ou les interactions de jauge
deviennent importantes).

Dans ce cas, I’équation essentielle pour déterminer les vides supersymétriques

est
o ow

LT A
21. Dans son article [19], Ray présente toutefois une classe de modeéles génériques faisant
exceptions a ces théoremes.

=0 Vi (8.22D)
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Dans la suite, le mot « symétrique » désignera un vide a la fois super-
symétrique et R-symétrique.

On considére un ensemble de champs ¢; de charge ¢; (i = 1,...,n). Trois
cas peuvent se présenter. Dans le premier, ou il n’y a pas de symétries, (8.22b)
représente n équations pour n inconnues, et admet en général une solution : la
supersymétrie n’est donc pas brisée. S’il existe un groupe de symétrie globale,
possédant £ générateurs, et qui commutent avec les @, alors il est possible de
récrire W comme une fonction de n— ¢ variables, et ainsi £ des équations (8.22b)
sont automatiquement vérifiées. Il reste donc n—¢ équations pour n—¥ variables.

Finalement, si un des champs chargés par R possede une valeur moyenne
sur le vide, alors la symétrie R est brisée : on suppose que c’est le cas de ¢,, et
donc ¢, # 0. On peut donc écrire W comme

W= f(X;) Xi= qL/q i#n (8.29)
¢n’l n
comme R(W) = 2. En calculant explicitement (8.22b), on a :
ow 0
- — d)i/‘}ﬂ.f
0¢;  09¢; ( )
2 _ of
=0, 721/qn Lry 721/qn
" i fFronlt s ry
2/qn af

_ 2 2/q-1 n
= qj¢j [+ ¢$Li/q” ”8Xi

Pour que la supersymétrie soit intacte, il faut résoudre les n équations

of
oX;
(X)) =0 (8.30D)

pour n — 1 inconnues, ce qui n’est pas possible en général.

(X;) =0 (8.30a)

8.4.2 Autres propositions

Dans son article [19], Ray présente plusieurs autres conditions liant la symé-
trie R et les vides supersymétriques.

La dérivée du superpotentiel par rapport a un champ ¢; de charge r; possede
une charge 2 — ¢;. Pour que le vide soit R-symétrique, on doit avoir (¢;) = 0 si
q; # 2 pour tous les champs. On en déduit la proposition suivante.

Proposition 1. Si un modele ne contient pas de champ de R-charge 2, alors
tous les états R-symétrique sont des vides supersymétriques, et il en existe au
moins un.

Ces vides sont dégénérés s’il existe au moins un champ neutre sous R.

Corrolaire 1. Si le modeéle ne contient aucun champ de R-charge 2, alors
un vide qui n’est pas supersymétrique brise la symétrie R aussi. Un tel vide est
forcément métastable, puisqu’il existe au moins un vide supersymétrique ailleurs
dans 'espace des phases.

On en déduit qu’il suffit alors de s’intéresser aux champs neutres et a ceux
de charge 2 quand le modele possede une symétrie R ; les autres champs devant
avoir une valeur moyenne nulle.
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8.4.3 Axion R

L’axion posséde une légere masse du fait d’'une anomalie en QCD, mais il
n’est pas dit que cela soit suffisant pour éviter sa production dans les étoiles [15].

Cependant, il est aussi possible que la symétrie R soit restaurée par des
termes non renormalisables, générés dynamiquement, sans rétablir la super-
symeétrie.

Une autre solution consiste & introduire un nouveau groupe de jauge (appelé
couleur R) et sous lequel 'axion a une anomalie.

L’étude de la production cosmologique de I'axion R fournit des indications
sur l’échelle de brisure de la symétrie R.

8.5 Brisure par terme F' : modeéles de O’Raifeartaigh—
Wess—Zumino

8.5.1 Modéle historique de O’Raifeartaigh

On considére trois superchamps X, ®1 et ®o [18, 22, 26, 10], associés aux
charges

R(X)=R(®3) =2 R(®)=0 (8.31)
et aux potentiels
K=X'X+ oo, + o, (8.32a)
1
W = 5hXcIﬁ +m®, Py + X (8.32h)

Le lagrangien est invariant par une symétrie Zs, sous laquelle
D10 — —P1o (8.33)

O’Raifeartaigh a montré qu’il s’agit du nombre minimal de champ nécessaire
pour observer une brisure de supersymeétrie.
Les équations du mouvement pour les champs auxiliaires sont :

ow

Ff = o, hox o1 + meps (8.34a)
oW
Ff = Fr mer (8.34D)
oW h
F} = Pox §¢§ + f (8.34c)

Le potentiel scalaire est alors

2

2
V—;\ZZ = h¢x¢1+m¢zl2+|m¢12+’g¢§+f (8.35a)
c’est a dire
V =24 m2(o1]” + |02)?) + mh(dx ¢l + ¢l bl o)
hf (8.35h)

w12 (loxP o + 1 167) + 2L (62 + o))
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Il est impossible d’avoir simultanément (Fy) = (Fy) = (Fx) = 0. En effet,
la deuxiéme équation de (8.34) nous dit que

(F2) =0= (¢1) =0 (8.36)
ce qui implique alors
(Fx)=f#0 (8.37)
Remarquons que
(F1) =0= (¢2) =0 (8.38)

Aucune contrainte n’est posée sur la valeur de (¢x).

Puisqu’il existe un terme F' non nul, on peut s’attendre a ce que la su-
persymeétrie soit brisée. Afin de déterminer les vides possibles, minimisons le
potentiel scalaire (8.35) :

X~ 1)+ mh (0)] (62) + f (01} + 12 {6x) (00
1 2 (8.39a)
+ > (¢1) [{1)]> =0
2; =m? (¢o) + mh {(px) (¢1) =0 (8.39b)
68; =m?(¢1)" (¢2) + mh (dx) (1) (d1) =0 (8.39¢)
X

La troisieme équation est simplement proportionnelle a la deuxiéme et ne
servira donc a rien. Cette derniére donne

(62) =~ {ox) (6) (8.40)

et on injecte ceci dans la premiere équation :

2
m? (1) = B2 [{ox)|? (61) + Rf {61) + 12| (ox)I? (60) + o (60) on) P = 0

et apres simplification on obtient

h2
m? (g1) +hf (1) + 5 (o) [(@n)]” =0 (841)
En ajoutant le conjugué complexe de cette derniére équation, on obtient :
h2
(2 + 5 1wl ) ((on)+ gon) 1) =0 (3.42)
et comme la premiére parenthése ne peut étre nulle (|¢; |2 > 0), on trouve que
(d1) + (61)T =0 = (¢1) € iR (8.43)
En soustrayant cette fois-ci le conjugué complexe, on obtient :
2 h? 2 t
m? = hf + = (@) ) (1) = (@) ) =0 (8.44)
Définissons le parametre
hf

Deux cas se présentent alors :
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1. m? < hf (ou y > 1) : la premiére parenthése peut-étre nulle, a condition
que

(B0 = 5 (hf — m?) (8.46)

Dans ce cas, en tenant compte du fait que (¢1) est imaginaire pur, on

obtient
2
(f1) = Fiy | % (1 - 2’;) (8.47a)

(¢2) = (¢x) (1) (8.47b)

h
m
Cette phase brise la symétrie Z.

2. m? > hf (ouy < 1) :ici, la premiére parenthése ne peut pas étre nulle et
donc

(01) = (01) =0= (1) €R (8.48)

Comme (¢1) doit aussi étre imaginaire pur, on déduit qu’il est nul, et de
méme pour (¢g) :

(¢1) = (¢2) =0 (8.49)

Cette phase préserve la symétrie Zs.
Dans ce cas le potentiel vaut

Dans les deux cas, le potentiel n’est pas nul et son minimum est dégénéré;
la valeur de (¢x) est arbitraire et brise la symétrie R du vide. Elle correspond
a une direction plate du potentiel.

Nous allons étudier le cas out y < 1. La matrice de masse des scalaires (6.34)
est donnée en dérivant une nouvelle fois les équations (8.39a) :

m2+u2+hf mu 0
M2 = mp m? 0 (8.51)
0 0 0

On remarque que cette derniére est diagonale par bloc et qu’elle possede donc
0 comme valeur propre : il existe donc un champ de masse nulle. Calculons les
valeurs propres du premier bloc :

m?+ u? 4+ hf —m% mp
mp m? —m?%
(m® + 22 + hf — m3)(m? — m3) — (mps)? = 0
M —mZ2m? + 12 + hf) +mA(m? + hf) =0

=0

et alors

1 1
me = 5(2m* 4 p¥ 4 hf) £ S/ (2 + hf)? + dm2p? (8.52a)
mg, =0 (8.52b)
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La matrice de masse des fermions (6.27) s’obtient en dérivant une deuxiéme
fois (8.34) :

uw m 0
Mp=[m 0 0 (8.53)
0 0 O

qui contient encore une fois 0 comme valeur propre, comme on pouvait s’y
attendre. La diagonalisation du premier bloc donne

n—mpg m
m —mg

—mp(p—mp) —m*=0

m%—ump—m2:0

soit

1
mp 4 = 5\/u2 +4m? + % (8.54a)

mpo =0 (8.54b)

ou on l’a redéfini une des masses afin qu’elle soit positive. La valeur propre 0
correspond au spineur ¥ x, qui est membre du superchamp qui brise la super-
symétrie : il s’agit du goldstino. Les champs ¢4 sont des combinaisons linéaires
de ¥ et de ¥5. De méme pour les champs scalaires, ¢ x est le boson de Gold-
stone associé a la brisure de la symétrie R, et ¢+ sont des combinaisons de ¢;
et de ¢s.

Dans la limite hf < m? < p, on obtient

1 1
Mg = 5(@m* + p* + hf) & §\/(;ﬂ + hf)? + Am2p?

Q

1 1
5(2m2 + %+ hf) + 5\/;/1 + 2hfu2 + 4m2p2

1 1 ohf
= —(2m* + @+ hf) £ p/p2 +dm2 1+ ————
2(m + u® + hy) SV +4m +M2+4m2

%

1 1 hf
—em2+ 2+ hf) /2 +4am2 (14 ——2—
2(m+u+ 1) 5 V12 +4m ( +M2+4m2>

1 h
:5(2m2+u2):|:% u2+4m2+f<1i“>

2 V12 + 4m?2
soit

h

Pour obtenir les masses mg , des champs conjugués (m* est réel, il ne s’agit
que d’une notation), il faut faire le remplacement hf — —hf. On obtient alors
la hiérarchie suivante pour les masses :

mg+ <mp+ <mgt (8.56)

Ceci n’est pas phénoménologiquement viable.
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On remarque que la relation suivante est valable :
M2+ ME = 2M} (8.57)
ou encore, en prenant la trace :
doomi= ) mF (8.58)
bosons fermions
8.5.2 Généralisations

On consideére ng champs ®; de charge 0 et ny champs X; de charge 2 [10].
Le superpotentiel le plus général est

ou les g; sont des fonctions génériques des ¢;. Les na conditions (7.56b) pour
les champs X; deviennent
Fk, = —0i()) (8.60)
Si ny < ng, alors il existe une solution & ces équations et le vide super-
symétrique a une dégénérescence de ng — ns.
Si ne > ng, alors ces équations n’admettent pas de solution dans le cas
général, et la supersymétrie est brisée. Le potentiel scalaire vaut

no no ag
V=3 lg(¢)l Z > win (8.61)
=1 Jj=1]i=1
Le vide paramétré par les champs x; est obtenu pour
no 6 .
~F =Y a =0V (8.62)
i=1 8¢J
et possede une dégénérescence de ny — ng.
Les équations pour les ¢; donnant les minima sont
+ 99
Zgz ¢j L = (8.63)

op;

Ainsi, partant d’un certain modele qui brise la supersymétrie, il est possi-
ble qu’elle soit restaurée si I'on ajoute de nouveaux degrés de libertés [9]. Par
exemple, le superpotentiel

W=fX (8.64)

brise la supersymétrie, alors que ce n’est pas le cas avec
h
W=fX+ 5X<I>2 (8.65)

Il convient d’étre prudent si des groupes de symétriques supplémentaires sont
présents, puisqu’ils peuvent modifier les conclusions auxquelles nous sommes
parvenus [19]; Seiberg en montre d’ailleurs un exemple, ou la théorie décou-
ple en un secteur qui brise la supersymétrie, mais libre, et un secteur super-
symétrique. Seiberg présente plusieurs autres modeles afin de montrer ’accord
avec les théorémes 1 et 2 [10], ainsi que la diversité des phénomeénes observés.
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8.5.3 Vides métastables

Toute cette section se base sur 'article de Seiberg [10]

Une symétrie est dite approchée si elle contient un petit parameétre €, tel
que la symétrie R soit exacte pour € = 0, et explicitement brisée pour € > 0.
D’apres le théoréme 1 de Nelson et Seiberg, la théorie brise la supersymétrie
pour ¢ = 0. Lorsque € devient non nul, il est raisonnable de penser que le
vide précédent demeure et que les valeurs moyennes des champs ne sont que
légerement perturbées. De plus, les vides ou la supersymétrie n’est pas brisée se
trouvent & des valeurs des champs de I'ordre de 7!, et la durée de vie de 1'état
métastable peut donc étre trés longue.

On considére de nouveau le superpotentiel de O’Raifeartaigh (8.32b), auquel
on ajoute un terme qui va briser explicitement la symétrie R :

1
SW = §5m¢§ (8.66)

Le potentiel scalaire (8.35) devient alors

2

h
V = hoxon + minf® + lmin +emonl* + 51| 800
et il existe deux vides supersymétriques :
B 2f 1 [ af m
(¢1) ==+ 7 (¢2) = oV (X) = e (8.68)

Ces vides ont un X loin de l'origine pour ¢ petit, et ils sont repoussés a l'in-
fini dans la limite ou le parameétre s’annule : dans ce cas, ils n’existent tout
simplement pas.

Le vide de la phase y < 1 demeure un extremum, mais le vide possede un
mode tachyonique & moins que

2

emX (4= Py (8.69)

\1

Dans ce cas, le mode X posséde une masse (mais le goldstino ¢¥x demeure sans
masse). La phase y > 1 ne sera pas discutée.

Finalement, le temps de vie de ’état métastable sera de l'ordre de &~
(a > 0) et peut donc étre indéfiniment long pour une petite valeur de e.

«

8.6 Brisure par terme D : mécanisme de Fayet—Iliopoulos
8.6.1 Modéele simple

On considére un seul superchamp chiral ® de charge g et un groupe abé-
lien [22] : _
D —» et (8.70)

Le superpotentiel est nul car les termes ®2 et ®3 ne peuvent pas étre invariants.
Les équations du mouvement pour les champs auxiliaires (7.56) donnent donc

D=—gATA— g¢ (8.71a)
F=0 (8.71b)
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et le potentiel scalaire vaut
1o ¢° 2
V=3D? = (ATA+¢) (8.72)

En remplacant les champs auxiliaires, le lagrangien est alors

1 - _
L= FuF" +ide"0u\ + (D, A)DHA + ipot D3

—igV2(AT N — PAA) =V

(8.73)

ouD, =0, +igA,.

vy 4
£E>0
£E<O
&
2
v=¢ [(A)]

FIGURE 4 — Potentiel scalaire pour un lagrangien de jauge simple avec un terme
de Fayet—Iliopoulos.

Deux cas se présentent (figure 4) :

— & > 0: le potentiel ne s’annule jamais et admet un minimum pour [(A4)| =
0: (V) = ¢g?€?/2; donc la supersymétrie est brisée, mais pas la symétrie
de jauge. On peut le voir puisque la valeur du jaugino dans le vide n’est
plus invariante :

5 (A) = 2( (D) = —29£¢ (8.74)

Il s’agit donc du goldstino.
Les scalaires possédent un terme de masse ¢3¢, alors qu’au moins un
fermion est sans masse, et donc les différentes particules ont des masses
différentes.

— £ < 0 : dans ce cas, la supersymétrie n’est pas brisée car il est possible
d’avoir D=0et donc V =0:

(A))? = —¢ (8.75)

Comme (A) # 0, la symétrie de jauge est brisée.
Pour [(A)| =0, on a (V) = g2¢%/2. On définit le parametre m tel que
m

2=l = Ve (8.76)
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On développe les champs autour du vide :

A= (7791 + \}ip(:n)> @) (8.77a)
P = xe® (8.77b)

ou 0 est le boson de Goldstone et p un champ réel. Toutefois, la liberté
de jauge locale permet de I’éliminer du lagrangien, et on prendra donc
0(x) = 0. Les dérivées du lagrangien valent :

(0,4 = @, +ig) (% + —5p) (@~ i) (% + 50

1 m 1 \°
= 50up0"p + g9’ <g + \/ﬁp) AL A"

et le potentiel se simplifie :

g* § 2 g? m 1 2
V=5 (A4 = (g+P> +¢€

5 (w225 40)) = (o(ne350))

En mettant ensemble les bouts :

1 -1 _
L=~ 1 FuF" + X" 0,0 + 50.up0" p+ i) 9,0

+ <m + \%p)Q A AR — 02 (m + gp) (MW =) (8.78)

)

Ce lagrangien appelle plusieurs remarques :

— le champ de jauge A, posséde désormais une masse 2m?;

— le champ p, & l'origine sans masse, posséde maintenant une masse 2m?;

— il est possible de diagonaliser la matrice de masse des fermions A et
ix : un calcul simple leur donne alors v/2m aux combinaisons linéaires
A+ix.

Toutes les masses sont égales, ce qui normal puisque la supersymétrie n’est

pas brisée.

Ce modele est équivalent & un superchamp vectoriel massif en auto-inter-

action. En effet, nous avons étudié dans les premieres sections les com-

posantes d’un multiplet vectoriel massif, et il s’avére qu’il doit contenir un

champ scalaire et un second spineur. Du point de vue des superchamps,

cela est rattaché au fait que l'on utilise un superchamp chiral comme

parametre de jauge : les champs de ce dernier sont tous "mangés" par le

superchamp vectoriel.

8.6.2 Modéele de Fayet—Iliopoulos

Ce modele étend la SQED (section 7.4.1) en ajoutant un terme de Fayet—Ilio-
poulos [22, 26, 30] £D.
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On rappelle que I'on dispose de deux superchamps ¢ de charges respectives
+e, avec le superpotentiel W =m®_ &_.
Des équations (7.63), celle du champ auxiliaire D est modifiée :

P _OW
Fl = 965 mo= (8.79a)
D= —e(¢los —plo_) ¢ (8.79b)

ce qui modifie le potentiel scalaire (7.68)

2047 t Lot f ?
V=m0 + 6l o-) + 5 (elehor —oloo) +¢) (8.80a)
2 2
= (m? 4 )0l 0 + (m? — €0l o+ S (6o — Lo )P+ S (8.50b)
Les trois champs auxiliaires ne peuvent étre simultanément nuls ; en effet

(Fi) =0= (¢+) = 0= (D) = £ #0 (8.81)

et la supersymeétrie est brisée.
Le minimum du potentiel scalaire est donné par

1%
pgl = (M Q) (0 £ (6 (60D 6x) =0 (882)
+
En multipliant par ¢+ les équations, et en les ajoutant, on obtient
2m® (¢4) (¢-) =0 (8.83)
(V) 1
e& > m?
62
2
&-2
3 AV
Ve <A

FIGURE 5 — Potentiel scalaire pour le lagrangien de SQED avec un terme de
Fayet—Iliopoulos.

Deux cas sont alors possibles (figure 5) :
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1. Si (¢4) = 0, alors I’équation pour (¢_) est
(6-) (m? % eg) = e |(o ) ) =0 (8.84)

A nouveau, deux possibilités se présentent en fonction de la valeur de e :

(a) e < m? : la parenthése ne peut étre nulle comme |(¢_)|> > 0, donc
on a nécessairement (¢_) = 0, soit

) =0— (D)= —¢ (F=0. =5  (589)

La supersymétrie est brisée dans une direction, celle de D. On remar-
que que X est le boson de Goldstone : § (\) = —2(¢. La symétrie de
jauge est préservée. Les masses des champs scalaires sont modifiées
et deviennent

mi =m?+ % (8.86)

Remarquons que ces masses ont la propriété
m2 +m? = 2m? (8.87)

qui est aussi égale a la somme des masses au carré des fermions.
(b) e£ > m? : le terme entre parenthése peut étre nul, et alors
1
2
(o) =0® = (et —m?)  (6)=0  (389)
et le potentiel vaut
m2 m2 1%
V)= — - — = 8.89
) =" (o6 -5 ) < (5.59)

en utilisant la condition e£ > m?2. On en déduit que la solution (¢+) =
0 est un maximum.

La supersymétrie et la symétrie de jauge sont brisées, la premiere
dans deux directions (F_ et D) :

(F.) =0, (F_) = —mw, (D) = ev? — ¢ (8.90)

On s’attend donc a ce que le boson de Goldstone soit une combinaison
linéaire de A et 9_.

2. Si (¢_) = 0, alors ’équation pour (¢, ) est
(01) (m2 % e8) + e (o) ) =0 (8.91)

et admet pour seule solution (¢ ) = 0, comme |(¢,)|> > 0. On se rameéne
au cas précédent selon les valeurs respectives de ef et m?2.

Nous allons maintenant calculer le spectre de masse dans le cas e£ > m?2. La
matrice de masse des fermions est

0 m 0
Mp=|m 0 iV2ev (8.92)
0 iv2ev 0
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et on a
det(Mp — pid) = 0
,u(/f — (m? + 2621)2)) =0
ce qui donne comme valeurs propres
pr = Vm2 42202 g =0 (8.93)

Pour obtenir les masses des champs scalaires et vectoriels, on développe les
scalaires autour du vide :

br=0r 9 =(W+5) (8.94)

en utilisant l'invariance de jauge pour enlever la phase de ¢_ (par contre ¢ est
toujours complexe). En injectant ces équations dans le terme cinétique de ¢_,
on trouve

ma, = 2e%0? (8.95)
La dérivée seconde du potentiel nous donne
M2 m? + ef — ev? 0
S 0 m2 — ef + 2e%v?

qui se simplifie en utilisant (8.88) :
2m? 0

La premiére valeur propre est associée a $+ et 51 (champs complexes), et la
seconde & ¢_ (champ réel ??) :

mi =m*? = 2m? m2 = 2¢%0? (8.97)
La formule de masse est vérifiée :
mA 4+ mi 4 2ma, = 2% +2p> (8.98)

L’évolution du spectre de masse en fonction de e€ est indiquée sur la figure 6.

Puisqu’il existe un champ scalaire dont la masse est inférieure a celle du
fermion associé, ce mécanisme n’est pas correct du point de vue de la phénomé-
nologie.

8.7 Autres méthodes de brisure

Plusieurs autres méthodes permettent de briser la supersymétrie :

1. Brisure dynamique (proposée par Witten & 'origine [32]) : elle utilise des
effets exponentiellement faibles, ce qui meéne vers une échelle de brisure
My tres inférieure & celle du cut off M., [9, sec. 1] :

M, = M,,e /9" < M,, (8.99)

avec a ~ 472, et g est une constante de couplage. Notons que dans ce cas,
le modeéle doit posséder une symétrie R spontanément brisée [15].

22. D’ou le facteur 2 pour la masse.
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m
e§ =0 0< et <m? e =m? m? < e€ < 2m? 2m? < e
(supersymétrie brisée) (jauge brisée)
i
Ao
P O+, d)]:r [oxs (% R ~
om? | —_—— £ Pl
5+-, Q;L l;/)z‘
m2d ..
b I
¢, o'
Ay, o
Au«,)\ A;L-,/\ "_A“,/\,Gb_ X X

FIGURE 6 — Spectre de masse pour le modele de Fayet—Iliopoulos.

2. Termes de brisure douce : il s’agit de termes qui brisent explicitement la
supersymétrie, mais dont les constantes de couplage ont une dimension
positive et inférieure a 4, ce qui permet d’éviter 'introduction de diver-
gence quadratique; nous en verrons des exemples dans la section sur le
MSSM (section 9).

3. Brisure par la condition de rang [9, sec. 2.7] : en considérant plusieurs
champs dans des représentations différentes, on obtient une relation ma-
tricielle pour le terme F', et le rang de cette matrice détermine si la su-
persymétrie est brisée.

4. Brisure par dimension supplémentaire [17].

Dans tous les cas, la dégénérescence des vides est souvent levée lorsque 1'on
prend en compte les corrections quantiques [9, sec. 2.8].

Finalement, la supersymétrie peut tres bien étre brisée dans un secteur caché.
Dans ce cas, la gravité ou un groupe de jauge [17] peuvent servir de médiation
pour transmettre cette brisure au secteur du modele standard.
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9 Modele standard supersymétrique minimal

Cette section se base entiérement sur le livre de Binétruy [2, intro. et chap.
5] et sur l'article de Cséki [3].

9.1 Rappels sur le modele standard

Le modele standard est une théorie de jauge ou le groupe SU(3)¢ x SU(2) , x
U(1)y est spontanément brisé en SU(3)c x U(1), (les champs sont indiqués dans
le tableau 3). Les champs de matiére sont indiqués dans le tableau 4, ou ¢ est
lindice de famille (pour ce qui est connu, ¢ = 1,2, 3), et L et R se réferent aux
composantes gauche et droite. Nous utilisons un spineur gauche pour toutes les
particules; si I’on souhaite obtenir la composante droite, comme il est coutume
d’utiliser, il suffit de conjuguer de charge.

Champs Symbole Charges SU(3)¢ x SU(2)r x U(1)y
Champ U(1)y B, (1,1,0)
Champ SU(2) W, (1,ad,0)
Gluons SU(3)¢ G, (ad,1,0)

TABLE 3 — Champs de jauge du modele standard.

Champs Symbole Charges SU(3)¢c x SU(2)r x U(1)y

Vi
Lept (= ("% 1,2, -1
eptons L, <€L7i ( )
éL,i = GCR,Z» (1, 1, 2)
Ur.,i
Quarks qL,i = (d ’ (37 2, 1/3)
Ly
Up,; = ufk, (3,1,—-4/3)
dr; =d%; (3,1,2/3)
Bt
Higgs H= (h()) (1,2,1)

TABLE 4 — Champs de matiére du modele standard.

9.2 Particules

Nous commencons par justifier le contenu en particules du modele standard
supersymétrique minimal (MSSM). L’idée la plus simple est d’associer un su-
perchamp vectoriel a chaque champ de jauge, et un superchamp chiral a chaque
fermion. A chaque champ fermionique sera donc associé un champ scalaire com-
plexe — appelé sfermion —, tandis qu’a chaque champ bosonique sera associé
un spineur de Weyl (ou de Majorana) — appelé bosino. On parlera donc de
squark, de slepton, de jaugino et de Higgsino. Les superchamps seront écrits en
majuscules, tandis que les superpartenaires auront le méme nom que le champ
associé (tableaux 3 et 4).

Justifions maintenant qu’il est nécessaire d’introduire un deuxiéme doublet
de Higgs en avancant plusieurs raisons :
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1. La présence d’un second doublet permet d’annuler des anomalies de jauge.

2. Le couplage de Yukawa ~ H'd est impossible en supersymétrie, car le
superpotentiel doit étre une fonction holomorphe.

3. Le deuxieéme doublet est nécessaire pour la brisure du groupe électrofaible.
En étudiant les représentations de la supersymétrie, nous avons vu qu’un
superchamp vectoriel massif comporte — outre un champ vectoriel et un
jaugino — un champ scalaire réel et un spineur de Weyl supplémentaires.
En comptant les degrés de liberté bosoniques, nous voyons que nous avons
besoin de six degrés : trois champs scalaires réels H?, H* associés aux
champs Z° W+, et trois degrés longitudinaux pour Z° W#. Ainsi, un
seul doublet, qui donne quatre degrés de liberté est insuffisant.

Les superchamps de matiere seront donc : Q = <g> L= (f/.) ,U¢, D¢, E€

(ot on omet les indices L et R pour alléger Iécriture), et on y ajoute deux
champs de Higgs :

0 +
H =H;= (gi) Hy=H, = (Z%) (9.1)
1 2

qui ont respectivement pour charges (1,2, —1) et (1,2,1). Aprés la brisure de
symétrie électrofaible, il restera donc cing champ de Higgs : h0, H?, A, H*.

Les superpartenaires des différentes chiralités sont totalement indépendants :
par exemple, 4y, (superpartenaire de uy, et contenu dans U) et g (superparte-
naire de ug, et dont le conjugué TL}% est contenu dans U¢) n’ont rien en commun ;
les notations L et R servent juste a garder trace du champ associé.

Des le début, les chercheurs ont pensé que plusieurs particules connues pour-
raient étre associées dans un méme supermultiplet, par exemple v et ~, ou encore
et et W, Toutefois, nous savons que les neutrinos ne se trouvent pas dans la
représentation adjointe, a I'inverse des jauginos, comme nous ’avons vu dans la
section sur les théories de Yang—Mills, et, de plus, les parties gauches et droites
des jauginos se transforment de la méme maniere. Dans tous les cas, ’étude des
nombres quantiques interdit la moindre association entre particules connues.

9.3 Superpotentiel

Nous allons maintenanat étudier les termes du superpotentiel qui permettent
de retrouver le modele standard, tout en ne violant pas les conservations des
nombres leptonique et baryonique.

9.3.1 Couplage des champs
Le seul terme quadratique et invariant est donné par les champs de Higgs :
WQZ_/,LHl'HQZMHQ'Hl (92)

ou on a écrit o
Hy-Hy =¢;;H H; (9.3)

Les termes cubiques sont :

Ws = \gQ - HiD® + \,Q - HoU® + A\ L - HyE° (9.4)
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et ils redonnent les couplages de Yukawa du modeéle standard, et donc les masses
des fermions. En effet, en écrivant que Q - Hy = UH; — DHY, Q- Hy = UHS —
DHY et L-Hy = NH; — EH?, on obtient

mag=—-Xa(HY)  mu=X(HY)  me=—A\(HY) (9.5)

9.3.2 Parité R

Contrairement au modele standard ou les seuls termes respectant 'invari-
ance de jauge respectent aussi les conservations des nombres baryonique et
leptonique, le MSSM autorise trois termes qui autorisent une violation de ces
derniers (grace au nombre accru de champs) :

L-LE° Q-LD° U°D°D® (9.6)

Afin d’interdire ces termes, une nouvelle symétrie discrete a été introduite :
la parité R (qui peut étre vue comme le sous-groupe Zs de U(1)g). Elle consiste
a attribuer une charge de +1 aux champs du modele standard, et de —1 a leurs
superpartenaires. Au niveau des superchamps, cela revient & attribuer +1 aux
champs de Higgs, et —1 aux autres champs de matiere. Cette symétrie discrete,
contrairement a la symétrie R complete, autorise une masse de Majorana pour
les jauginos.

Une formule a été trouvée afin de déterminée la charge R d’une particule :

R = (_1)SB+L+25 (9.7)

ou B et L sont les nombres baryonique et leptonique, et S est le spin.

Cette symétrie possede plusieurs conséquences :

— les superpartenaires sont forcément produits par paires, puisque 1’état ini-
tial — constitué de matiére normale — a une parité de +1;

— la superparticule la plus légére (LSP) est stable, car la conservation de la
parité 'empéche de se décomposer en matiere ordinaire, et comme elle est
la plus légere, elle ne peut pas se transformer en d’autres superparticules.

Il faut noter que rien n’impose de maniere absolue cette symétrie, et elle

pourrait trés bien ne pas exister : si la constante de couplage est faible, alors il
est logique que nous n’ayons encore observé aucune désintégration qui violerait
les nombres baryonique et leptonique.

9.3.3 Brisure douce

Si l’on considere le MSSM comme une théorie effective, qui est la limite & asse
énergie d’'une autre théorie, alors il est logique d’inclure des termes supplémen-
taires qui brisent explicitement la supersymétrie, tout en ayant des dimensions
de passes positives : il s’agit de termes de brisure douce.

Il est nécessaire d’ajouter des termes de masse —1/2My A\ pour les jauginos
pour étre en accord avec la phénoménologie, puisque aucun fermion de masse
nulle n’a été observé.

Deux autres termes peuvent étre ajoutés :

— terme de masse pour les scalaires : d m2¢f¢ + 6 m'2(¢? + ¢T2) ;

— terme A (cubique dans les champs scalaires) : —AN(¢> + qSTS), ou A est le

couplage dans le superpotentiel.
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9.3.4 Brisure de la symétrie électrofaible

Afin de discuter cette brisure de symétrie, nous allons écrire le potentiel
scalaire des Higgs (celui des sfermions n’étant pas utiles, car ces derniers doivent
forcément avoir une valeur moyenne nulle pour ne pas briser le groupe SU(3)¢).

Les termes F' du superpotentiel donnent comme potentiel scalaire

Ve = |pu|” (H{ H, + H}H,) (9.8)

Les termes D fournissent une contribution grace aux groupes SU(2). et
U(l)y :

2 2 2
g o o 1 /g
Vb = (HI—2 H, + H§§H2) +5 <2> (—H{H\ + H{H>)* (9.9)

ou g et ¢’/2 sont les constantes de couplage de SU(2)y, et de U(1)y.

Jusque 1a, tous les termes sont positifs et ne peuvent donc pas briser la
symétrie de jauge, comme la seule solution est (H;) = (Hy) = 0.

Finalement, les termes de brisure douce sont

Vs = m¥, H{Hy +m%, HHy + B, (H,Hy + h.c.) (9.10)
En développant tous les termes, on obtient le potentiel [24]

vV =m?2(|H] + | H]|?) + m3(|HY® + |HS )

2
+ Bu(HYH — H Hf) +hoe.+ T [(H)) By + (HD)'HS|® (9.11)
2+ 2 _ 2
+ S0 (a8 - [ )
ou on a défini
m? =m¥, + uf? (9.12)

En dérivant ce potentiel par rapport & H, (défini & 0 par une transformation
de SU(2)1,), on trouve

ov
OHS

2
_ g _ _
=-B,H] + ?(Hf)le (HH'=0= (H;)=0 (9.13)

De méme, on trouvera que <H2+ > = 0. Il suffit donc d’étudier les champs neutres :
2 2
V=mi|H}|" +m3|H)|" + B,HYH) + h.c.

2 12 2

+ 22 (1 - |mg)*)

Les parametres doivent répondre a deux conditions :

— Le potentiel doit étre borné par le bas afin que le systéme soit stable. Un
probleme peut advenir lorsque le terme quartique s’annule, c’est a dire
pour HY = (H?)Te’. Dans ce cas, le potentiel s’écrit

(9.14)

V = (m? +m} + 2B, cos ¢) |[HY|* > 0 (9.15)

d’ont
m3 +m3 > 2|B,| (9.16)
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— La solution <H ?> = <Hg> = 0 ne doit pas étre un minimum, ce qui revient
a demander a ce que le déterminant de la matrice des dérivées secondes
soit négatif :

2

mi B,

B, m2 <0 (9.17)
soit

mims < BZ (9.18)

Le choix m? = m3 est donc exclu et les masses douces m%,i doivent étre

différentes : cela peut étre réalisé a 1’aide de corrections radiatives (entre autres
grace au top, qui ne couple que & Hy au premier ordre).

9.4 Etats propres de masses

Apres la brisure électrofaible, il reste cinq champs de Higgs h°, H, A%, H*,
le photon +, les bosons Z°, W¥*. Par convention, h° est défini comme le Higgs
le plus léger. Une fois les corrections radiatives prisent en compte, la limite
supérieure pour sa masse est 130 GeV.

Il est bien connu que les états propres de masses correspondent a des com-
binaisons linéaires des particules ayant les mémes nombres quantiques. On ob-
servera ainsi :

— les charginos, combinaisons des Higgsinos et des winos chargés;

— les neutralinos, combinaisons des Higgsinos et des jauginos B, W3 neutres.
En général, il est accepté que le neutralino le plus léger est la LSP.

Les gluinos ne se mélangent pas.

9.5 Discussion

Nous n’avons pas cherché a calculer le spectre de masse de la théorie, ni
le détail de la brisure de symétrie de jauge ou de l'unification des constantes
de couplage; le lecteur intéressé pourra se reporter aux références citées dans
lintroduction [2, 3], ainsi qu’aux livres de Terning [24] et de Weinberg [29].

Si la parité R est une symétrie du lagrangien, et que la LSP est électrique-
ment neutre, alors le MSSM fournit un bon candidat pour la matiére noire,
car on disposerait alors d’une particule stable, de forte masse et qui interagit
faiblement.

Gréce a la supersymétrie, la classification fermions=matiére et bosons=inter-
actions devient plus empirique que réelle [22, sec. 1] : puisqu'un boson peut
étre remplacé par son bosino, ce dernier est lui aussi médiateur de 'interaction
(par exemple les gluinos transmettent U'interaction forte). Toutefois, & cause du
principe d’exclusion, seuls les bosons peuvent s’assembler pour former un champ
classique et donner lieu & un potentiel mesurable, au contraire des bosinos.

Bien que le MSSM permette de résoudre le probléme de la hiérarchie et qu’il
possede d’autres atouts, il n’est pas satisfaisant car le prix a payer est fort : le
nombre de parametres libres a été démultiplié : en plus des 19 parametres du
modele standard, le MSSM en ajoute 10523, Toutefois, certaines hypotheses,
plus ou moins arbitraires, peuvent limiter le nombre de ces parametres, les plus
importantes étant :

23. Notons toutefois que si 'on suppose que la supersymétrie est brisée dans un secteur
cachée, et que la gravité sert de médiation, alors le nombre de parameétre est réduit a 5.
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— pas de courant neutre avec changement de saveur ;

— faible violation de CP.

De méme, le nombre de particules a été plus que doublé, méme si cela semble in-
évitable. Du fait qu’il s’agit du modele minimal, tout autre modele s’accompagne
d’un nombre encore plus grand de particules (et éventuellement de parameétres,
tant que 'on ne fait aucune hypothese pour les restreindre).

Pour finir, un mot sur la détection : dans les collisions du LHC, ce sont
les interactions fortes qui dominent. Dans ce cas, on s’attend a ce que les su-
perparticules produites soient des squarks ou des gluinos. Le signal d’une telle
production serait une grande quantité d’énergie manquante, qui serait emportée

par les LSP.
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10 Supersymétrie étendue

Cette partie se base entiérement sur la revue de Sohnius [22].

Bien que la supersymétrie N = 1 paraisse suffisante pour élargir le modele
standard, puisqu’elle contient déja tous les ingrédients nécessaires. Toutefois,
il s’avere que les théories avec N > 1 sont utiles des qu’il s’agit d’inclure la
supergravité. En effet, nous avons vu que le groupe le plus large qui ne commute
pas avec la supersymétrie N est U(N); ainsi, si nous souhaitons que le groupe
de jauge ne commute pas avec la supersymétrie — ce qui lui permet d’étre
inscrit au ceeur de la théorie, plutét que simplement rajouté — il faut posséder
des générateurs supplémentaires, sans quoi I’on ne pourrait avoir de théories
non-abéliennes. De plus, un nombre accru de générateurs permet d’améliorer
le comportement de la théorie concernant les divergences quantiques, et ces
théories présentent de belles propriétés de dualité [24].

Il est difficile de définir un formalisme similaire au superespace pour les su-
persymétries étendues. Pour cette raison, nous n’étudierons que des lagrangiens
on-shell, en vérifiant explicitement les lois de transformations.

Afin de construire une théorie avec N supersymétries, nous allons utiliser le
fait qu’il s’agit d’un cas particulier de théorie avec M < N supersymétries.

10.1 N =2

Dans le cas de la supersymétrie N = 2, nous disposons de deux générateurs
Q; et de leurs conjugués.

10.1.1 Supermultiplet vectoriel

Commencgons par étudier le supermultiplet vectoriel. En comparant ses com-
posantes & celles des supermultiplets N = 1 (tableau 1), nous voyons qu’il
s’agit de la somme d’un multiplet chiral ¥ = (A, A2) et d’un multiplet vectoriel
V = (A1, 4,) (tableau 5).

Hélicité 0 1/2 1
Vectoriel N =2 1 2 1
Chiral N =1 1 1 0
Vectoriel N =1 0 1 1

TABLE 5 — Comparaison des composantes des multiplets N = 1 et du multiplet
vectoriel N = 2.

Nous allons écrire le lagrangien (sans superpotentiel) correspondant & deux
supermultiplets vectoriel et chiral, tous les deux dans la représentation adjointe,
et en éliminant les champs auxiliaires. Ensuite, nous chercherons s’il existe une
supersymétrie supplémentaires. En utilisant (7.57), et en notant Ay = A, Ao = v,
ona:

L,=tr ( - iF””FW +iXo"D, N + (D*A)TD, A
, (10.1)
iV [ AT] = Ra (R, 4]) + 5 [4.47)° )
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ou lindice ¢ = 1,2 est sommé. On remarque que l'on peut voir deux super-
symétries différentes dans ce lagrangien [29, sec. 27.9] :

- Ql : (AIMAl)v (A7)‘2>;

- Q2 . (AH,_AQ)’ (A,)\l)

Ce lagrangien est donc invariant sous la transformation discrete
)\1 — —)\2 /\2 — /\1 (10.2)

et ou les autres champs ne varient pas. Cette transformation correspond a la
transformation

Q1 — —Q2 Q2 — Q1 (10.3)

Cette transformation peut étre généralisée au groupe SU(2) [1, sec. 8.1] et
rendue manifeste en antisymétrisant le produit A\ Az, puisque la trace avec le
commutateur est antisymétrique (comme les constantes de structure le sont) :

1 _
Ly =tr ( = P Fu +iXio"Dyhi + (D*A)'D, A

. (10.4)
ig R
e (s Do ') = A [, 4)) - V(A)>
avec le potentiel scalaire
2
v=-2 (447 (10.5)
La transformation des charges est alors
. o’i J
Q; — exp (ial2> Q; (10.6)
Sous forme de superchamp, on peut écrire
1 (oY —2gV
L, = @WQW +he + Ule VY (10.7)

Le lagrangien est aussi invariant par la symétrie U(1)g. Le groupe global
d’invariance est ainsi U(2) = SU(2) x U(1)g.

10.1.2 Hypermultiplet

Les hypermultiplets permettront de représenter la matiere dans une théorie
N = 2. En comparant les composantes de spin (tableau 1), on voit qu'un tel
supermultiplet est composé de deux supermultiplets : un chiral, et un antichiral
(tableau 6). Il contiendra donc un champ scalaire complexe, un spineur gauche
et un spineur droit (soit un spineur de Dirac). Puisque ces deux spineurs sont
dans la méme représentation, ils doivent se transformer de la méme maniere, et
la théorie n’est pas chirale; cette théorie est donc de type vectorielle.

Si N > 1, alors la théorie contient des particules de spin > 1, a moins qu’il
n’y ait des charges centrales qui satisfont la condition

Z? = P,P" =m? (10.8)
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Hélicité -1/2 0 1/2
Hypermultiplet N = 2 1 2 1
Chiral N =1 1 1 0
Antichiral N =1 0 1 1

TABLE 6 — Comparaison des composantes des multiplets NV = 1 et de ’hyper-
multiplet N = 2.

Le lagrangien sera simplement le méme que si I’on considére deux champs,
un chiral ® et un antichiral ®, ave un terme de masse :

Lo = 0P+ &'d + md® + h.c. (10.9)

et on vérifie immédiatement qu'il est invariant sous SU(2), ot (®, ®) se trans-
forme comme un doublet. A cause de cette invariance, il est impossible d’écrire
de terme cubique, et les seules interactions possibles sont celles obtenues en
ajoutant un groupe de jauge.

10.1.3 Interactions

Nous allons maintenant coupler le supermultiplet vectoriel (V, ¥) & des hy-
permultiplets &, E% (il s’agit de superchamps N = 1), avec ® dans la représen-
tation r et ® dans la représentation conjuguée T. En plus des termes précédem-
ment étudiés, il est possible d’adjoindre un nouveau terme : ¢’®¥®, puisque
ad Cr®T, et id C ad ® ad. Toutefois, ce terme ne sera invariant que si ¢’ = g
(constante de couplage du groupe de jauge), afin de compenser les termes venant
de ®Te29V®. Nous observons donc une nouvelle fois que la supersymétrie con-
duit & une réduction du nombre de Le lagrangien de matiére sera donc

Lo =®e 29V d+ 0T e 29V P 4+ m 0, P, + h.c. + g0, U,y @y, (10.10)

Une telle théorie peut étendre la SQCD étudiée danns la section 7.4.2.

10.2 N =4

1l existe un seul supermultiplet N = 4 (tableau 1), et il posséde les mémes
composantes de spin que (tableau 7) :

— un multiplet vectoriel N = 2 et un hypermultiplet N = 2;

— un multiplet vectoriel N = 1, trois multiplets chiraux et trois antichiraux

N =1,

avec tous les champs dans I'adjoint. Tous les champs sont de masse nulles.

La supersymétrie N = 2 doit étre valable avec les trois superchamps chiraux
®; (1 =1,2,3), et, pour cette raison, le seul terme d’interaction possible est

i
V= gt (‘I% [<I>j,<1>k]) (10.11)

et la constante g est la méme que celle du groupe de jauge. Ce terme permet de
compenser les variations des termes (I)Z e 29V ®;. Explicitement, on a

i [, Pp] = Ai [Ay, Fi] + Ai [Fj, Ap] + Fi [Aj, A] — Ai {05, ¥r }
— i[5, A] — i [Aj, Yr]
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Hélicité -1 -1/2 0 1/2
Vectoriel N =4 4 6 4
Hypermultiplet (x2) N =2 1x2 2x2 1x2
Vectoriel N = 2 2 1+1 2
Chiral(x3)N:1 0 1x3 1x3
Antichiral (x3) N =1 1x3 1x3 0
Vectoriel N =1 1 0 1

— O Ol Ol
— O Ol Ol

TABLE 7 — Comparaison des composantes des multiplets N =1 et N = 2 et du
multiplet vectoriel N = 4.

en utilisant la formule (6.16). En contractant par ¢, i et en prenant la trace :
Eijk tr (CI)Z [(I)J, (I)k,] ) = Eijk tr (2141 [AJ7FA,] + Fz [Aj, Ak] - 21/)1 [wj, Ak])

comme &, [Fy, Ax] = €5, [Aj, Fi] et {4}, ¢y} est symétrique.

En regroupant les termes cinétiques et le superpotentiel, on obtient le la-
grangien

1 1 . .
L=tr ( = JF" Fu 4 5D + AP D + ithio Dy + (DF A)'D, A + FIF;

+igVa0 [ AL] = A [0 4) + 4D [, 4]
%

On définit

+ —=9¢ii <2Ai [A;, Fi] + F; [Aj, Ag] — 29, [wj,Ak]> + h.c.)

(10.12)

No=1; i=1,23 A=A\ (10.13)

et A; se situe alors dans la représentation fondamentale de SU(4). Les champs
A; fournissent en tout six scalaires réels, qu’il est possible d’arranger dans la
représentation fondamentale 6 de SO(6) ; or cette représentation est équivalente
a la représentation antisymétrique self duale 6 de SU(4) :

.. 1 ..
Ml =M = iE”MMM (10.14)

Comme 6 est réelle, le groupe de symétrie le plus grand a ne pas commuter est,
exceptionnellement, SU(4) et non pas U(4). De plus, on a 6 C 4 ® 4.

Il est maintenant possible d’écrire le lagrangien sous une forme manifeste-
ment invariante (en éliminant les champs auxiliaires) :

1 _
L=tr ( - ZFW/F#V + ’i)\iduD‘u)\i + (DMM”)TD#MU
. (10.15)
+ 0N [)\j,Mij] + h.c. + 1 [Mij,ng] [Mij,Mkz] )

Cette théorie est particulierement intéressante, car il a été prouvé qu’elle est
finie & tous les ordres.
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10.3 Réduction dimensionnelle

Il est intéressant de constater que les supersymétries étendues en quatre
dimensions peuvent étre obtenues a partir de théorie N = 1 de dimensions
supérieures. Nous allons ainsi montrer que I’on retrouve la théorie N = 4,d =4
a partir de N = 1,d = 10. Nous n’entrerons pas dans les détails du calcul
spinoriel pour d > 4; ce dernier est trés bien décrit dans la revue de Sohnius [22,
sec. 14.1 et A.7].

10.3.1 Théorie de jauge d = 10

Pour commencer, on considére un espace de Minkowski plat a dix dimen-
sions; le groupe de symétrie est donc SO(1,9). On utilisera des lettres latines

majuscules pour les indices & dix dimensions (M = 0,...,9), des lettres grec-
ques pour le indices de 1’espace usuel & quatre dimensions (u =0,...,3), et des
lettres latines minuscules pour les autres indices (i = 4,...,9). La métrique de
Pespace est 1,y = diag(1,—1,...,—1).

La théorie N = 4,d = 4 contient quatre spineurs de Weyl, soit 16 com-
posantes spinorielles. En regardant les composantes des spineurs a d = 10,

on voit qu’il faut prendre un spineur de Weyl-Majorana A\. Comme la théorie
N = 4,d = 4 est une théorie de jauge, nous allons coupler ce spineur a un
tenseur de jauge Fn :

S = /dl% tr <—iFMNFMN —|—i>\’7MDM)\> (10.16)
avec
Fun = 0mAN — ONAN — i[Au, AN] (10.17)

Les relations de commutation sont

{Q.Q} =20 Py (10.18)

ot Py est I'impulsion & dix dimensions. Si ® = ®(z)/) est un champ quelconque
de V'espace d = 10, sa décomposition de Fourier vaut

P(wn) = /dlop M @ (pyr) (10.19)

10.3.2 Réduction dimensionnelle
Le principe de la réduction dimensionnelle est de se limiter aux impulsions
Py = (Pu;0,...,0), et on considere qu’aucun champ ne dépend des coordonnées
—

6 fois
z': 9; =0 et ®(zp) = ®(z,). Ceci implique aussi que (par) = P(p,,).
Dans ce cas, le groupe SO(1,9) peut étre "séparé” en deux sous-groupes :
SO(1,9) — SO(1,3) ®SO(6), et les générateurs Jurn se séparent en M, et J;;.
Sous ce dernier générateur, les () se transforment comme

(Qa, J7] = 0,7 Qpg (10.20)

et la théorie posséde une invariance sous SO(6) ~ SU(4).
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Le probleme de cette réduction dimensionnelle est de fixer arbitrairement
p; = 0, alors que rien ne peut empécher les particules d’obtenir une impul-
sion dans cette direction. La solution est de compactifier les dimensions sup-
plémentaires en un tore de rayon L : SO(1,9) — SO(1,3) ® T(6). Dans ce cas,
I'impulsion n’est plus arbitraire et se retrouve quantifiée :
n
D = f (10.21)
Il faut donc une énergie finie p? = 1/L? pour exciter le mode n;. Dans ce cas,
I'impulsion générale s’écrit par = (py,ni/L). Afin d’étudier ce qui se passe dans
ce cas, nous allons commencer par étudier I’action d’un champ scalaire de masse
nulle :

S = /dlox O p0™M ¢ (10.22)

et on décompose ¢ en série de Fourier pour les modes p; :

¢(xnr) Z i) e/ b (10.23a)

en utilisant le raccourci ¢; = ¢n,, et les dérivées sont alors

0, 6(xar) Zam einiwi/L (10.23b)
0;p(zar) = Lqubi(«Tu) gimii/L (10.23¢)

L’action devient

S = /dl% A pd™M ¢

— [ate [ Z(mla by () Z @-%,) i)/ 1

ni,n;

forgfacon 354

olt on a noté |n|~ = Y n?. On obtient ainsi une théorie avec une infinité de

K3
champs scalaires, massifs pour n; # 0 :

S = /d%Z( DO i — @ > (10.24)

On se limite au premier mode ¢ = 0, qui est le seul non massif (cela peut étre
réalité en choisissant un rayon extrémement petit, c’est a dire une tres grande
masse) :

S = / d*20,,¢00" po (10.25)

En appliquant le méme procédé a la théorie de jauge (10.16), on évitera d’in-
troduire une masse ainsi qu’une infinité de champs.
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10.3.3 Reéduction de ’action de jauge

Revenons & l'action (10.16). Le contenu en champs est le suivant :

— Le champ de jauge Ay se décompose en un champ vectoriel 4, (x,) et six
champs scalaires A;(z,), qui sont dans la représentation 6 de SO(6). On
retrouve ces champs dans Fy/n :

Fly = 0,A, — 0,A, —i[Au, A)] (10.26a)
F,i =D, A; (10.26b)
Fij = —1 [A“ AJ] (1026C)

comme 0;A; = 0.

— Les seize composantes de A peuvent étre décomposées en quatre spineurs
i, qui vivent dans la représentation fondamentale de SU(4).

Calculons le terme cinétique de jauge :

FynFMN = F,, F* 42D, AD" A; 4 [A;, A;)° (10.27)
et le terme avec les spineurs est
Z)\’}/MDMS\ = Z'/\i’yp’DN;\i — )\i'yj [Aj, 5\1] (10.28)

et on retrouve le lagrangien N = 4,d = 4 de la section précédente apres encore
quelques calculs.
On peut aussi retrouver la théorie N = 2,d = 4 a partirde celle N = 1,d = 6.

10.4 Conclusion

Le majeur probléme des supersymétries étendues est qu’elles ne sont pas
chirales : les parties gauches et droites des fermions se trouvent dans le méme
multiplet et se transforment donc de la méme maniere. Il est donc nécessaire
de briser la supersymétrie étendue vers une supersymétrie N = 1. Toutefois, si
au moins une supersymeétrie est brisée, alors 1’énergie du vide est positive ; mais
cela implique que toutes les autres supersymétries sont aussi brisées. Malgré
cela, il est possible de circonvenir le probléeme en brisant partiellement la su-
persymétrie grace a la géométrie de 'espace-temps (en utilisant des dimensions
supplémentaires ou la gravité).
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11 Supercourants et théorie superconforme

11.1 Théorie conforme des champs

Cette section s’inspire de [21].
Pour une métrique générale, on appelle transformation de Weyl 'opération

Guv () — Q) g () = 9w (x) + w(x) g () (11.1)

Dans ce cas, la variation de ’action est donnée par
1 d
08 = 3 /d z \/gT", w(z) (11.2)
et la théorie est invariante si la trace du tenseur énergie-impulsion est nulle :
§S=0=1T" =0 (11.3)

Nous avons fait usage de la formule

1 17
55 =3 /dda: JIT™ 5 g (11.4)
En général, les anciennes coordonnées seront reliées aux anciennes par
zh = fr(a") (11.5)

et en utilisant la régle de la chaine

ofr of°
G (T) — gfw(l‘/) = Ouk Ozv

9o (f(2")) (11.6)

Dans le cas d'une transformation de Weyl, ce sera proportionnel a g,,. Ces
transformations incluent évidemment les rotations et les translations (2 = 1),
et elles préservent les angles 2.

Nous allons maintenant déterminer toutes les transformations telles que la
métrique transformée (11.6) soit proportionnelle & I'ancienne métrique. Pour ce
faire, considérons la forme infinitésimale de (11.5) :

o't =zt + et(x) (11.7)

La dérivée de 'ancienne variable x est donc

Oxt
v = O —Oe” (11.8)
et la formule (11.6) donne alors
59;41/ = _8/,1,51/ - augp, = WJuv (119)

Prenant la trace de cette équation, on obtient

—20e = wd (11.10)
24. Un angle est défini par
(u) U) = 22
Vu2v?
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d’out

2
Ougy + 0ve, = Eg,WBE (11.11)

Différentes contractions/multiplications nous permettent alors d’obtenir des
resneignements supplémentaires :

- Oro” .

2
20%0s = ~9%0¢
d
1— 1 0%0e =0
d °=

0?0 =0 (11.12)

soit, pour d # 1 :
- 0,0" :
5 2
0,0,0e + 070, = ga,,aﬂae

2
2 2 _
6 8P€M + (1 — d) 8W86 =0
et en additionnant I’équation symétrique en u, p :

2
% (Opep + Opep) +2 (1 — d) 92,0e =0

2 2
s <dgw,8€) +2 (1 - d) 92,0e =0

ol on a utilisé I’équation (11.11). L’utilisation de la condition précédente
(11.12) montre que le premier terme s’annule. Pour d > 2, la deuxiéme
condition est alors
2
0,,0e =0 (11.13)

— 0,0, : définissons Fs,, = 820;»51” symétrique dans les trois premiers
indices. Alors

2
Fpa,u,l/ + Fpg’y# = agw@?ma& =0

d’apres la condition (11.13), ce qui implique 'antisymétrie des deux derniers
indices. Mais dans ce cas, on a

Fpap,l/ = Fpp,au = _Fpuya = _Fpup,a = Fpuo’u = FpUVp,
ce qui n'est possible que si Fj,5,, est nul, donc
&, e =0 (11.14)

et € est au plus de degré 2 en x.
On écrira € comme :

et =al + Bt a” + 44, 2" (11.15)
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La relation (11.11) devient ainsi
v v v 2 v v v
9o 38 42 (047 + 80 e+ 5 7 = 5 g0r (87,014 o, (Ohr? + 50

L’identification des puissances de x mene a

2
ﬂ,uu + ﬁuu = gg;wﬁ (1116)
ainsi qu’a
2 g ag
Yuvp + Yupv + Yvup + Yvpu = agulz(’y ap + po)
En posant b, = —7",,, et en notant que 7 est symétrique dans ses deux derniers

indices, la deuxiéme relation est
Yuvp + Youp = _quybp (1117)

11.2 Supermultiplet des courants

Nous avons déja pu noter que les charges de la supersymétrie @, sont asso-
ciées & un courant conservé J,,, qui est un vecteur-spineur :

"y = 0 (11.18a)
Qa = /d3$ JOoc (1118b)

Du fait de la loi de composition
(1/2,1/2) ® (1/2,0) = (1,1/2) ® (0,1/2) (11.19)

ce spineur-vecteur contient deux spins : 3/2 et 1/2, ce dernier correspondant &
la trace gamma y*J,,.

Puisque la supersymétrie s’applique aussi aux courants, .J,, doit lui aussi ap-
partenir & un supermultiplet, appelé supermultiplet des courants (le superchamp
associé est appelé supercourant). Afin de déterminer les autres composantes,
calculons la variation de J, [22, sec. 15.1]

§J,=—i[J,,£Q +£Q)] (11.20)
L’intégration de la composante p = 0 sur 'espace donne
[ 5= -ilQ.c0+£q)
= —2i0"EP, = —2io"¢ / d*zx Tp,

d’on -
0Jy = —2i0"€T),, (11.21)
Il existe donc un lien tres profond entre le tenseur d’énergie—impulsion, et

le courant de supersymétrie, comme on pouvait s’y attendre. Puisque T}, agit
comme une source pour le champ de gravitation, on s’attend a ce que le champ
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de gravité soit li¢ & un autre champ dont la source est J,, : il s’agit du gravitino,
que nous étudierons dans la section 12.

Le tenseur énergie-impulsion contient un spin 2 et un spin 0, sa trace T =
T}'. On peut regrouper les composantes de spin 3 /2 et 2 dans un superchamp
vectoriel avec un indice vectoriel J,,, qui contient aussi un vecteur axial j ;? (qui
n’est pas nécessairement conservé) :

T =i =0T+ ) +i0( T+ ) +00"0(Typ+ -+ )+ (11.22)

tandis que les composantes de spin 0 et 1/2 peuvent étre regroupées dans un
multiplet chiral X [4, 16], appelé multiplet d’anomalies, ou aussi parfois super-
trace. X contiendra donc aussi la divergence du courant axial.

Le vecteur J,, représente 4 x 4 —4 = 12 degrés de liberté fermioniques, du
fait de la loi de cnservation. Le tenseur d’énergie-impulsion en possede 10—4 = 6
tandis que le vecteur jl‘? en a 4. Il manque donc deux degrés de libertés, ce qui
nous conduit & introduire un champ complexe x, sur lequel nous construisons
X.

11 est difficile de construire explicitement le supercourant, car sa forme n’est
pas uniquement fixée, puisqu’il est possible d’ajouter des termes d’amélioration
a T, sans spolier sa conservation (et de méme pour J,,). De plus, dans le cas
ol les masses sont nulles (et que la théorie est conforme). Tous les courants ne
sont pas toujours bien définis, si la théorie ne présente pas de symétrie R, si elle
possede un terme de Fayet—Iliopoulos ou pour certain potentiel de Kéhler. Pour
palier & ces problémes, Seiberg a proposé [12] un supercourant S, qui existe
dans tous les cas. Il est défini par les conditions suivantes :

D%Su4 = Do X + Yo DX =0, Dixa=0 D% =Dsx® (11.23)

Montrons que si le lagrangien posséde une symétrie R, alors j ;‘ est le courant
de Noether associé [12, 22, 31]

R= /d% IS (11.24)
et le supercourant est appelé R-multiplet, et noté R, Il est obtenu en prenant
X = 0 et il possede aussi douze composantes de chaque type. On rappelle

I'action de @ sur R :

[Q.Rl=Q [Q.R]=-Q (8.4)

En utilisant le méme principe qui nous a permis de déterminer 6 J,, on écrit
6 g = =i, Q]
[ e i = ~i[R.6Q+ Q) = ~il¢Q - Q)
= —i/d3as (&Jo — EJo)

et alors o
§ji = —i(&J, — &) (11.25)
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Le supercourant le plus simple est celui de Ferarra—Zumino [4, 5, 12], et on
I’obtient en prenant x, = 0. Dans ce cas, on a
— iAo, 10,57 0 (7, + L6,0"J
Tu=17, —t M+§Uua v+ H+§Uu‘7 v
T

+ 0570 <2Tl,ﬂ 2

1
2T e anAU> (11.26)

- 5 uvpo
i .

Les composantes qui n’ont pas été indiquées sont constituées uniquement de
dérivées des autres. En parallele, le superchamp chiral est
X=a+V20 (“faﬂmjpa) + 66 <§T + i@“jf) (11.27)
5i X = xqo =0, alors T}, est sans trace, jf est conservé, et la trace gamma
de J, est nulle; dans ce cas, la théorie est superconforme (un théoréme bien
connu dit qu’une théorie est conforme si la trace T est nulle). Dans ce cas, le
lagrangien possede aussi une symétrie R et une condition nécessaire est que les
masses soient nulles [4, 5].
Le supercourant peut étre utile pour au moins deux raisons :
— utiliser la procédure de Noether pour coupler le supercourant au super-
champ contenant la métrique et le gravitino, afin d’obtenir une théorie de
la supergravité [4, sec. 7] et [12];
— déterminer des propriétés concernant la brisure de supersymétrie et le
goldstino [4, sec. 5].

11.3 Algebre superconforme
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12 Supergravité

Dans toute cette section, les indices latins sont utilisés pour les référentiels
locaux, ou la gravitation a été annulée, tandis que les indices grecs sont utilisés
l1a ou elle doit étre prise en compte.

Le formalisme de Cartan est revu en détails dans les livres de Weinberg [28,
sec. 12.5] et de Fuks [26, ex. 3.2.1]. Le champ de spin 3/2 — appelé champ de
Rarita—Schwinger — en espace plat et courbe est traité dans le livre de Fuks [26,
ex. 3.2.2 et 3.2.4] et dans le cours de Gibbons [8].

12.1 Relativité générale : formalisme de Cartan
12.1.1 Motivations
En relativité générale [27], un vecteur subit une transformation de GL(4,R) :

Ox'H
VE s Vb= V¥ (12.1)
[0k
ot 0z'*/dx” est la matrice de transformation. Or le groupe GL(1,3,R) n’ad-
met que des représentations tensorielles, qui sont aussi des représentations de
SO(1,3), et il est alors possible de généraliser les équations sans gravité en
utilisant le couplage minimal

n—g Oy—V, (12.2)

Les spineurs forment aussi une représentation de ce dernier groupe, mais pas de
GL(1,3,R) : la définition méme des spineurs et de leurs liens avec les tenseurs
usuels repose fortement sur le groupe de Poincaré, et pour cette raison il est
nécessaire de trouver une nouvelle formulation afin d’étendre leur définition aux
espaces courbes, puisque le groupe de Poincaré n’agit pas naturellement dans un
tel espace [27, chap. 13]. La solution est de définir les spineurs comme vivant sur
Iespace tangent au point étudié, de sorte a ce que la gravité soit annulée et que
I’espace soit localement minkowskien. Dans ce cas, le groupe de transformation
local est celui de Lorentz; en effet, le choix de la base locale est "arbitaire" et
I’on peut donc en changer par une transformation de Lorentz. Comme ce choix
est peut étre différent & chaque point de I'espace, il s’agit d’une symétrie locale.

12.1.2 Coordonnées locales et tétrades

On introduit donc un ensemble de coordonnées {{*(P)},_, 5 qui locale-
ment inertielles au point P de coordonnées x. Localement, la métrique minkow-
skienne 7, et son inverse permettent de monter et descendre les indices a et b.
On obtient ainsi une base de vecteurs {eM“(P)} — appelée vierbein ou tétrade
(ou encore vielbein pour d # 4 dimensions) — de I’espace local 2

o 08"
e, = E (12.3)

et leur inverse -
w9 124
€ a 8£a ( * )

25. La dépendance du point P sera en général omise par la suite.
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Les changements de coordonnées s’écrivent donc
n_ i ¢a a __ a, .t
at =et ¢ §=e, "z (12.5)

La tétrade doit étre vu comme un ensemble de quatre vecteurs covariants, et non
comme un tenseur. Les coordonnées £ se transforme sous le groupe de Poincaré,
tandis que les x se transforment par difféomorphisme :

~ Ox'*
© Oxv *
€4 = A% (P)Eb + a®(P) (12.6b)

x'H

v (12.6a)

Du fait de ces définitions, on obtient les relations d’orthonormalité suivantes :

e,uael/bnab = gyu (127&)
e, e, =3, (12.7b)
e, e, =0, (12.7¢)

eya = guynabeyb (127d)

et la métrique g sert & monter/descendre 'indice i, au méme itre que 7 agit sur
les indices locaux.
Le volume invariant de I'espace est \/—gd*z, ott g = det g. On a

det g = det(e?n) = —(det e)?

donc
V—gdlz =ed'x (12.8)

Si on considere un vecteur V#, il peut s’écrite dans la base locale en con-
tractant par la tétrade

Va=e, VWt (12.9)

Cet objet doit étre vu comme quatre scalaires (dans l’espace général), puisque
le vecteur a été contracté avec les quatre formes €. Il se comporte donc comme
un scalaire sous les transformations de coordonnées générales, mais comme un
vecteur sous les transformations de Lorentz locales. Le vecteur posséde les trans-
formations suivantes :

— locale :
Ve =AY VP (12.10)
— générale :
ox'*
Vik = VYV 12.11
B ( )

Une procédure similaire peut étre réalisée avec un nombre quelconque d’indices
contra- et covariants. De méme, on généralise & un champ dans une représenta-
tion arbitaire D de SO(1,3) :

D, — D = D(A)yn®, (12.12)

Un spineur de Weyl aura donc les lois de transformations
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— générale :
W) = () (12.13)
— locale : o
P() = e2® 7 (§) (12.14)
On définit la dérivée dans I'espace local par
0 = €",0, (12.15)
et on note qu’elle ne commute pas :
[0a; O] = [€"20u, €"n0,]
= e 0u(e"00) — €0,(e",0u) = € (9ue™)0y — €y (Due3) 0,
comme on a évidemment [J,,,0,] = 0, et en renommant les indices, on obtient :
[0a, O] = (e",0,€"), — €, 0,e”,) 0, (12.16)

De plus, une telle dérivée ne se transforme pas de maniére covariante sous une
transformation de Lorentz.

12.1.3 Dérivée covariante et connexion de spin

Il faut définir une dérivée covariante, afin de mettre en relation un point de
lespace tangent avec les points voisins : sans elles, la dérivée ne possede pas
de transformations simples. La connexion, appelée connexion de spin et notée
w#“b, peut étre assimilée aux champs de jauge de la symétrie locale SO(1, 3).
On définit la matrice

1
Wy = 5w#al’Mab (12.17)

ot My, sont les générateurs de SO(1, 3) dans la représentation considérée. Cette
connexion subit la transformation

Wy — W), = =8, D(A) D(A) ™" + D(A)w, D(A) ™ (12.18)

lors d’un difféomorphisme. Dans ce cas, la dérivée covariante D,, d'un champ ®
1 a
D,® = (a + 3% bMa,,> P (12.19)

se transforme alors de maniere covariante
D,® — (D,®) = A,’D(A)(D,®) (12.20)
En effet, on a
(Da®)' = A", (0, — 0, D(A) D(A)™' + D(A)w,D(A)™) (D(A)®)
= A e“a (D(A)Oy + 0,D(A) — 0,D(A) + D(A)w,,)
=Ale", (D(A)D, + D(A)w,) @
= A,"D(A)(Dy®)
Nous disposons maintenant de tous les outils pour construire une action
invariante & partir d’une théorie locale. Pour ce faire, il faut que chaque terme

soit a la fois un scalaire de Lorentz et un scalaire sous les difféomorphismes. On
doit alors réaliser les remplacements suivants :
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- d* — ed*z;

- a,b,... — u,v,... grace a la tétrade;
— 0q — Dy,.

Par exemple, I'action de Dirac devient

S = /d4x e Y(iy"D, — m) (12.21)

ou
=etot V=2 (12.22a)
D, =0,+ iwuﬂb%b (12.22b)

12.1.4 Tenseurs de torsion et de Riemann
Le calcul de la dérivée de la tétrade donne, en utilisant ’expression de I'action
de My sur un vecteur 26 :

b
1
D,e’, = <8M + 2wNCndd> e’

a

1 c v
(626# + iw,u d((;gnad - 62770,0) €

(5?18# - wyCd(sZnac) eVb

soit
D,e”, = 0ue"y — W€y (12.23)

na

On définit le tenseur de Riemann R_,°¢ (courbure) et le tenseur de torsion
T,,° comme

1
[Da,Dy) = T, “De. + iRab“’dMCd (12.24)

La courbure et la torsion proviennent donc du fait que les dérivées covariantes
ne commutent pas. Explicitement, on a

[Da7 Db] == [euaD,uv eubDV]
=e"e”, Dy, D] + (e, Dye”y, — e, Dye”,)Dy

et 'on peut déja identifier chacune des deux parties, que nous calculons séparé-
ment :
— Torsion :

Taby = (eltaDﬂeyb - eubDMeua)
= (e“a (8He”b — wubce”c) -y (8He”a - w“ace”c))
n

) v K v c v c p v
= el 0pe”y, — e 0ue”, +w, e’ —w, et e,

et en contractant avec e, :

T, =eS (e”aﬁuel’b - e“bauel’b) + wuace“b - wubce“a (12.25)

26. On omet le symbole de Chistoffel, car les expressions seront toujours antisymétrisées en
W, v, et ils s’annuleront.
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Calculons aussi T),,“ en reprenant I'expression de départ :

c __ a, b, ci, o P o
T, °=e¢€ e, e, (e ,Dse’y —e’ Dye’,)

v 7 P
= eybepCDuepb —e,"e,Dye’,
=e,} D, (e, ¢”,) —eybepruePC —e,"Dy(e,€",) +e, e’ ,Dye,°
e =
d’ou
T,,°=-Due,“+Dye,f (12.26)
— Courbure :

1 1
[D;,UDV] - |:8H + iwuabMaba ay + 2UJVCdMCd:|
1
4

1
= 5 (0w, — 0,0, ) Muy +

1
— 3 (Buwl,ab — 8,,0.)“‘11’) M

wuabwy(:d [Ma67 Mcd]

1
+ Zwuab%c‘i (chMad = NaeMpa + ngpy M., — UdaMcb)
1
= 5 (B, = 0,00, ) Ma
1
+Z (wﬂabwybdMad — wuabwmded

ab, | ¢ ab c
+w,w, Y Meg —w,w, aMcb)

1
= 5 (B, = 0,00, Ma

1
ac b cb a ac, , b ch,  a
+Z(w“ Wye Tw, w,." —w, w,’ —w,"w, C)Mab
1
=3 ((‘quab - 8,,(,0#“1’ + w#“wucb + qubwyc“)Mab
1
= iR“yabMab

ou a utilisé le commutateurs des générateurs de Lorentz et renommé
plusieurs fois les indices. On obtient donc le tenseur de Riemann :
ab __ ab ab c cb c cb
R = 0w, — Ow,” —w,, W, " tw,, W, (12.27a)

mn7
= 0w, — 0w, + Wy wi]* (12.27b)

et avec uniquement des indices locaux :

R de = eﬂaevam/Cd = (eﬂaeub - euaeltb)(auwyab - wuacwud)) (1227C)

a

L’action du champ de gravitation est obtenue en prenant la courbure R =
R,_,** comme lagrangien :

1 _
Sg = 5.2 /d4a: eR K=m, ! (12.28)
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ou les variables sont la connexion de spin et la tétrade (on utilise donc le for-
malisme de premier ordre). m,, est la masse de Planck. Ensuite, nous couplerons
cette action a de la matiere, dont 'action s’écrit

Sy = /d4x eLom (12.29)

12.1.5 Equations du mouvement : connexion de spin

La variation par rapport a la connexion de spin conduit a
0 Sy =0=D, (e(e”ae”b — e”ae“b)) =0 (12.30)
Or cette derniére équation est équivalente a

D,e,, —Dye,, =0 (12.31)

na

donc le tenseur de courbure (12.26) est nul dans le vide.

12.1.6 Equations du mouvement : tétrade
La variation de I'action par rapport a la tétrade vaut

58, = % / d'z eGyet, Se,’ (12.32)

ot G’ est le tenseur d’Einstein

1
Gl=R,' - 5631% (12.33)

12.2 Champ de spin 3/2
12.2.1 En espace plat

On dispose d’un spineur-vecteur de Majorana 1, (I'indice spinoriel n’est pas
écrit) et on souhaite construire son lagrangien. Toutefois, on souhaite imposer
une invariance de jauge

Yy —> P =Yy + O (12.34)

afin d’éliminer la composante de spin 1/2. Il nous faut donc construire un terme
invariant de jauge, et en se basant sur la QED, on définit

F;,Ll/ = uwu - au'(/]p, (1235)

avec 'identité de Bianchi
Ol =0 (12.36)

A premiére vue, Péquation du mouvement la plus simple serait
VMF,LW =0 (1237)
associée au lagrangien

L= J)H’YVFIW (12.38)
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Hélas, méme si I’équation est invariante de jauge, le lagrangien ne ’est pas :
oL = 51/_)“fyl’FW =0'e V' Fy, = —&y"0'F,, #0
On peut trouver une autre équation du mouvement
yPE,, =0 (12.39)

avec comme lagrangien

_ 1-
L =™ Eyp = 5™ Doty (12.40)

qui est effectivement invariant du fait de l'identité de Bianchi (12.36). Notons
que cette équation implique aussi la précédente.

A Taide de la relation (2.38), on peut donner au lagrangien une autre forme,
plus répandue :

i -
L= iﬁwwiﬁu%%aﬂbo (1241)
L’équation du mouvement (12.37) est équivalent a
YOy — 0 (V9pu) = 0 (12.42)

On choisit une jauge ou la trace gamma est nulle
yHap, =0 (12.43)

qui retire quatre degrés de liberté. Ainsi, chaque composante du spineur-vecteur
satisfait 1’équation de Dirac
Y Oupy =0 (12.44)

Puisqu’elle est du premier ordre, elle divise par deux le nombre de degrés de
libertés. En contractant cette derniére équation par v, et en ajoutant la méme
équation avec p <> v, on obtient la contrainte supplémentaire

0", =0 (12.45)
qui retire encore quatre degrés. Ainsi, ¢, comporte bien deux degrés de liberté
comme il est nécessaire pour une particule de masse nulle.

12.2.2 En espace courbe

Essayons d’appliquer les regles de couplage minimal définie dans la section
sur le formalisme de Cartan. On obtient I’action

1

S, = 3 / d*z e Yoy D). (12.46)

Le calcul de la torsion donne
. 2
1K -
Tuya = — 2 wy’yadjy (1247)

On considére la transformation de jauge

57#(17 !

R

Dg.e (12.48)
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La variation de F; est donnée par

1
6 Fuy = [Da, Dyle = iRade%ds +T,,°D.e (12.49)
La torsion donnera des termes d’ordre 2 et peut étre négligée en premiere ap-
proche. Cette variation n’est pas nulle, mais on peut espérer que I’équation du
mouvement le soit, donc on calcule

1 2
,_Yabc 5Fbc _ %Rbcdevabcrydeg _ 7EGab7b€

en utilisant la relation [8, p. 17]
Ry 2y = —4G%A° (12.50)

Ainsi, la théorie n’est cohérente qu’a condition que le tenseur d’Einstein soit
nul :
IL=0= G = (12.51)

12.3 Supergravité N =1

Nous avons que la variation de ’action de la gravité sous une transformation
de la tétrade était proportionnelle au tenseur d’Einstein (12.32). En égalisant
les deux variations, on peut trouver une variation de la tétrade qui permette de
compenser celle de 1, :

1

K2

1
58S = /d4x eGabe“bc;e#“ - /d4m eG4%A’e =0

donne 1
b_ 7 b
Ee“a de,” =u’e
et on obtient finalement la variation

de,* = K, Ye (12.52)

On obtient ainsi le supermultiplet de la gravité {wm eua} et la transformation de
jauge s’apparente a une transformation supersymétrique : il s’agit de la super-
gravité. Il s’agit du seul contexte ol une particule de spin 3/2 peut se propager
sans incohérences quelque soit ’espace.

Notons que le lagrangien est invariant méme en prenant en compte la torsion
dans la variation de 9, : en effet, ces termes sont compensés par ceux venant
des termes w1y de la dérivée covariante.

Il est possible de généraliser cette construction en présence d’une constante
cosmologique A < 0 (espace anti de Sitter) [8]. Dans ce cas, il est nécessaire de
modifier les dérivées covariances et d’ajouter un terme de "masse" o \/Kz/;a'y“bfyb.

Nous ne chercherons pas a formuler plus avant la théorie de la supergravité,
a cause du lourd formalisme qu’il est nécessaire de mettre en place.
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A Annexes

A.1 Relations utiles

Les commutateurs et anticommutateurs possedent les propriétés suivantes :

[AB,C) = A[B,C] +[A,C) B = A{B,C} — {A,C}B (A.1a)
{AB,C} = A{B,C} —[A,C]B=A[B,C] - {A,C} B (A.1b)

La formule de Hausdorff est
1
eAeB:exp<A+B+2[A,B}+--~) (A.Q)

En général, cette expression sera utilisée dans des cadres ou les commutateurs
d’ordre supérieur seront nuls a cause des propriétés de I'algebre.

A.2 Symétries

Les éléments d’un espace de Hilbert sont générés par I’action d’un champ ¢
sur un vide invariant par translation :

[z) = ¢(x)[0)  |z,2') = p(x)¢(a") |0) (A.3)
Le vecteur d’énergie-impulsion est responsable des translations :
|z 4y, 2" +y) = P |z, 2) (A.4)
Pour un champ, cette relation devient
$(a +y) = e p(z)e” " (A.5)
soit, en développant au premier ordre :
(¢, Pu] = i0ud (A.6)

On considére un champ ¢ qui se transforme dans ’adjoint

¢ = eTpe T ~ ¢ +i[T, ¢ (A7)
Dans ce cas, on a
0p=0¢" —¢=—i[p,T] (A.8)
et si on a aussi une représentation sur les champs
¢ = T~ (1+iT)e (A.9)
alors
dp=1iT¢ (A.10)
soit
(¢, T] = -T¢ (A.11)
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